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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــدخلم

 أيها الطالب:

تعلم ثم لذلك الأدوات اللازمة  إحضار مفروضمن ال ،ة أية مسألة كانتمعالجحتى نتمكن من 

 طرق استعمالها.

للتعامل مع المسائل العلمية والتي تحتاج لأدوات  أهيلك، وحتى يتم تانطلاقا من هذه المنهجية

" وها 0الأدوات في مطبوعة "دروس رياضياتتلك تعريفك على مختلف ب قمنارياضية، 

 تقنيات الحساب. لتي تتضمن " ا6يديك مطبوعة "دروس رياضياتنحن نضع بين 

بما أنه لا تكاد تخلو أية مسألة في ميدان العلوم والتكنولوجيا من جمل المعادلات الخطية و

حلهما يحتاج للتطرق لمحورين  ا. غير أنمالتفاضلية فسنهتم تحديدا به وكذا المعادلات

المعادلات ل ح، أما على المصفوفات والمحددات يعتمد خطيةخرين: فحل جمل المعادلات الأ

 حساب التكاملات. ب فهو مرتبطتفاضلية ال

مي تم التطرق زارة التعليم العالي والبحث العلوعليه وتماشيا مع البرنامج المقرر من طرف و

التي تعتبر )إضافة إلى محور الدوال المتعددة المتغيرات سابقا، للمحاور الأربعة المذكورة 

 فصلال تكامل الثلاثي فيوكذا التكامل الثنائي وال (دوال الشائعة في العالم الحقيقيهي ال

 .الخامس

رشادات الصادقة، ولذلك ا نقبل النقد والملاحظات والإنفإن ه المطبوعةوإذ نقدم هذوأخيرا، 

نكون شاكرين لو أرسلت هذه الارشادات إلينا حتى يمكننا مستقبلا تلافي أي خطأ نكون قد 

 ا فيه.وقعن

 الأستاذة: ص. ركاب  
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 الفصل الأول:

 المصفوفات والمحددات
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 الفصل الأول:

 المصفوفات والمحددات 

 Matrices et déterminants 

 المصفوفات  1-1

 تعريف

 عددين طبيعيين غير معدومين.  nو mليكن

IK    (IRIKعناصر الحقل matrice nm مصفوفةنسمي   أوICIK  المرتبة في جدول )

 من الشكل :محصورة بين قوسين أو حاضنتين عمود( والnسطر و  mيحتوي على صفوف )
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أو ,,,Cنرمز للمصفوفة بالحروف  - ija  حيثmi 1  وnj 1. 

 .jوالعمود iالمصفوفة وهو يقع في السطر  coefficient معامل ijaنسمي العنصر  -

   رتبةأو  dimension  بعدعمود نقول أنها ذات  nسطر و mإذا كانت المصفوفة تحتوي على  -

ordre  مقاسأو taille nm. 

بـ  IKملات من ومعا nmنرمز إلى مجموعة المصفوفات  - IKM nm,. 

 1مثال
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i
222حيث  42هي مصفوفة   a  214و a. 
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5

0

521و  32aحيث  23هي مصفوفة   a. 

 2مثال

jiaijوالتي عناصرها تحقق المعادلة التالية :  32المصفوفة   2
 هي  
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  مصفوفات خاصة 1-1-1

 وية للصفر أي    إذا كان جميع عناصرها مسا  matrice nulle مصفوفة صفرية نقول أن  -

0

000

000

000

































 

مساوي لعدد  mإذا كان عدد أسطرها  nn matrice carrée مصفوفة مربعة نقول أن  -

بـ  IKذات العناصر من  nnحينئذ نرمز لمجموعة المصفوفات المربعة  .nأعمدتها 

 IKM n.  
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nnaaaالعناصر  ,,, 2211   يسيئرقطر تشكل diagonale principale. 

إذا كانت  nnmatrice triangulaire supérieure  مصفوفة مثلثية علوية نقول أن  -

,0جميع العناصر التي تقع تحت القطر الرئيسي معدومة. أي   ijajiأي . 
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إذا كانت   nnmatrice triangulaire inférieure مصفوفة مثلثية سفلية نقول أن  -

,0ناصر التي تقع فوق القطر الرئيسي معدومة. أي جميع الع  ijajiأي . 
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مثلثية سفلية ومثلثية إذا كانت   nnmatrice diagonale  مصفوفة قطرية نقول أن  -

,0 أي .طر الرئيسيجميع عناصرها معدومة ما عدا عناصر القعلوية  أي   ijaji. 
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 ) يمكن لبعض عناصر القطر الرئيسي أن تكون معدومة(

إذا كانت مصفوفة قطرية وجميع  nn matrice identité مصفوفة واحدية نقول أن  -

 . أيnIمز لها بالرمزو نر 0عناصر قطرها الرئيسي تساوي 
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nI 

المصفوفة التي   vecteur ligne شعاع أفقيأو  m1 ligne matrice مصفوفة سطرنسمي  -

 أي .تحتوي على سطر واحد

 maaa 11211  

  vecteur colonne شعاع عموديأو  1n colonne  ricemat مصفوفة عمودنسمي  -

 أي .المصفوفة التي تحتوي على عمود واحد
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 تساوي مصفوفتين

نقول أن المصفوفة  ija  مساوية للمصفوفة ijb  إذا وفقط إذا كانا لهما نفس عدد الأسطرm 

ijijوالعناصر المتقابلة متساوية أي nس عدد الأعمدة ونف ba   من أجلnjmi  1,1 . 

 مثال

إذا كانت 
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 ى المصفوفاتعمليات عل 1-1-2

 الجمع -1

لتكن  ija  مصفوفةnm و ijb  مصفوفةnm جمع المصفوفتين ،  و  هو

لعناصر ذات ا C nmمصفوفة  ijc  حيثijijij bac  من أجلmi 1  وnj 1. 
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 مثال
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 غير معرف. 

 الضرب بسلمية  -2

لتكن  ija  مصفوفةnm  و ليكن العدد (IR  أوICضرب المصفوفة )  بالعدد

  هو مصفوفةnm  ذات العناصر ijb  حيثijij ab   لكلmi 1  وnj 1  أي 
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  1مثال

لتكن 
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 2مثال

لتكن 
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 .3أحسب  

 الحل
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13

3
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7
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1

4
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4

0

5

2
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1
33 

 1ملاحظة 

المصفوفة   1  والتي نرمز لها بالرمز  تمكننا من تعريف الفرق بين مصفوفتين  و 

 ل: اللتين لهما نفس عدد الأسطر ونفس عدد الأعمدة بالشك

   1 

 مثال

لتكن المصفوفتان 













40

12
و  












35

10
هي  فإن نظيرة  







 


35

10
 

هو  و  والفرق بين 













15

22
. 

 خواص

عددين  'و  مصفوفات ذات نفس عدد الأسطر ونفس عدد الأعمدة ، ولتكن  Cو  و  ليكن 

 حقيقيين أو مركبين. لدينا الخواص التالية:

1.   

2.    CC   

3.      

4.    ''   

5.     ''   

6. .1  

 مثال

لتكن 













11

11
و  







 


51

31
تحقق  22مصفوفة  X. ولتكن  32X عين ،

 .Xفة المصفو
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 الحل

فإن  0ملاحظةالباستعمال  32X  وبضرب المصفوفتينX2  و بالعدد  3
2

1
نجد  

  3
2

1
X  ومنه










24

02

2

1
X  وبالتالي










12

01
X. 

 الجداء -3

 جداء مصفوفة سطر بمصفوفة عمود 

لتكن  jvV   مصفوفة سطرn1  أو شعاع أفقي ولتكن iwW   1مصفوفة عمودn أو شعاع

 أي تحتوي على معامل واحد على الشكل:  11هو مصفوفة  Wبالشعاع  Vعمودي. جداء الشعاع  

   nn

n

n wvwvwv

w

w

w

vvvVW 


 





















 2211

2

1

21 

 1مثال

ليكن  321 V  31مصفوفة و
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5

W  13مصفوفة فإن . 

 

      

 7

031251

0

1

5
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VW

 

 2مثال

   0

1

1

1

413 


















 

ن يأن الشعاع تبينفالسلمي أما المساواة الأخيرة هذا الجداء هو في الحقيقة الجداء  321   و

 015  ن.يمتعامد 
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 تينجداء مصفوف 

لتكن  ija  مصفوفةrm  و ijb صفوفة مnr جداء المصفوفة ،  بالمصفوفة  هو

ذات العناصر C nmمصفوفة  ijc   حيث




r

k

kjikij bac

1

 mi 1  وnj 1. 

 أي أننا نحصل على جداء مصفوفتين بضرب كل سطر من المصفوفة الأولى بأعمدة المصفوفة الثانية.

 

 1مثال

لتكن    
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و   23مصفوفة  
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فإن  عدد أعمدة  33مصفوفة  

  فهو يساوي عدد أسطر  3هو  أي يمكن حساب الجداء  23ونحصل على مصفوفة 
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 2مثال

لتكن    
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و   13مصفوفة عمود  
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2
فإن  عدد أعمدة  32مصفوفة  

  فهو يساوي عدد أسطر  3هو لجداء أي يمكن حساب ا  12ونحصل على مصفوفة عمود. 
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 ملاحظات 

يساوي عدد أسطر  معرفا يجب أن يكون عدد أعمدة المصفوفة لكي يكون الجداء  -

 .المصفوفة

 . فعلا ضرب ليس تبديلي أي عامة ال -

مثلا: لتكن









01

00
و   










00

01
B  فان










01

00
B  و










00

00
B 

الضرب تجميعي أي   -   CC . 

الضرب توزيعي على الجمع أي   -  CC . 

،  فإن  nmمصفوفة لتكن  - mn II. 

 المنقول   -4

نرمز لها بـ  mnهي مصفوفة  . منقول المصفوفة nmمصفوفة لتكن 
T  حيث أسطرها

 .وأعمدتها هي أسطر  هي أعمدة 

  مثال

لتكن  

























110

100

065

321

فإن  34مصفوفة  


















1

1

0

103

062

051
T

 .43وهي مصفوفة  

ولتكن    













542

321
فإن  32 مصفوفة 





















5

4

2

3

2

1
T  23وهي مصفوفة. 

   خواص 

عددا حقيقيا أو مركبا.  مصفوفتين لهما نفس عدد الأسطر ونفس عدد الأعمدة ، وليكن  و  لتكن 

     اص التالية:لدينا الخو

1.   TTT
  

2.   TTT
              

3.   TT
      

4.   
TT
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 المقلوب   -5

إذا وجدت  inversible  قلبلل ةبلاقأو  عكوسة ، نقول أن المصفوفة nnمصفوفة مربعة  لتكن 

  inverse معكوسأو  مقلوب نسمي . عندئذ nIحيث:   nnمصفوفة مربعة

بالرمز و نرمز لها 
1. 

 1مثال

لتكن 
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1
و  







 




1

3

1

4
F  مصفوفتين مربعتين. نريد أن نبين أن المصفوفة  تقبل

 التي هي مصفوفة مربعة ذات سطرين. F. لنجري الجداء Fمقلوب 
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عكوسة تقبل مقلوب  إذن المصفوفة 
1F . 

 2مثال

أحسب 
1  حيث










3

5

1

2
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 الحل

  22مصفوفة  1ومنه فإن  22إن وجدت يجب أن تكون مصفوفة. 

نفرض 









dc

ba1  وهي تحقق









10

 أي 011









































10

01

33

5252

31

521

dbca

dbca

dc

ba
 

5213

13

03

052

152























 dbca

db

ca

db

ca

 















21

531 
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 خواص

لتكن - IRn, إذا كان ، و  عكوسين فإن  عكوسة و لدينا

  111 
. 

لتكن - IRn إذا كانت ،  عكوسة فإن
T  عكوسة و لدينا   TT 11 

. 

 المحددات  1-2

 تعريف

هو تطبيق معرف من المحدد  IRn عة مجموعة المصفوفات المربnn  نحوIR  ترفق بكل

مصفوفة  ija  مربعةnn عددا حقيقيا نرمز له بالرمزdet. 

 :22حساب محدد 

لتكن  IR
aa

aa
2

2221

1211









فإن . 

21122211

2221

1211
det aaaa

aa

aa
 

 مثال

51132
31

12

31

12
det 








 

  131134
31

14

31

14
det 













 

 : nnحساب محدد  

لتكن  ija  مصفوفة مربعةnn  فإنdet  :معطى بالعبارة التالية 

(                j) نشر بالنسبة للعمود  





n

i

ijij

ji
Ma

1

1det  أو 

(                  i) نشر بالنسبة للسطر 





n

j

ijij

ji
Ma

1

1det   

 .للمصفوفة  jوالعمود  iهو المحدد الناتج بحذف السطر  ijMحيث 
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 ملاحظات

 لا تتغير إذا استعملنا أي عبارة نشر بالنسبة لأي سطر أو لأي عمود. nnقيمة محدد مصفوفة  -

من  nإلى حساب  nnعبارة النشر بالنسبة لأي سطر أو لأي عمود ترجع حساب محدد  -

المحددات    11  nn بواسطة التراجع المتناقص حيث نتوصل هكذا إلى حساب .!n  من

 .11المحددات 

هو من الشكل  11محدد  -  aa det. 

 مراحل حساب محدد

 نتبع الخطوات التالية: detلحساب 

نختار سطر أو عمود يستحسن اختيار السطر أو العمود الذي يحتوي على أكبر عدد من العناصر  .0

 المعدومة.

ومرة +(  –نضع إشارة فوق كل عنصر من السطر )أو العمود( المختار وذلك بالتناوب )مرة  .6

الأول متجهين أفقيا أو عموديا ومبتدئين دوما بإعطاء العنصر الموجود في السطر الأول والعمود 

 الإشارة +. 

نضرب كل عنصر من السطر )أو العمود( المختار بالمحدد الناتج بحذف السطر والعمود أين يقع  .3

 ذلك العنصر مع مراعاة الإشارة الممنوحة سابقا.

 نجمع كل الجداءات المتحصل عليها. .4

 :33حساب محدد 

لتكن  IR3 . 

 طر الأول:باستعمال الس

3231

2221

13

3331

2321

12

3332

2322

11

333231

232221

131211

det
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

 

122133322311312213322113312312332211det aaaaaaaaaaaaaaaaaa  

 أو باستعمال العمود الثاني:

2321

1311

32

3331

1311

22

3331

2321

12

333231

232221

131211

det
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

 

 

 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr
mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


الأول: المصفوفات والمحددات الفصل                                                                                6دروس رياضيات   

13 

rekkabsoraya@yahoo.fr  

 مثال

    12
01

40
3

12

02
0

02

42
0

01

40
3

012

402

003










 

                0451023212514322

12

32
5

34

12
2

534

012

232














 

 لتسهيل عملية حساب المحددات نعتمد على الخواص التالية

 خواص 

نلتك  I, n : فإن 

nnaaaمصفوفة قطرية فإن  إذا كانت  - .........det 2211. 

- 1det nI. 

-    detdet T. 

-  det.detdetdet 

-    detdetdet .بصفة عامة 

-    detdet   بصفة عامة من أجلIR. 

-         detdetdetdetdet n
nn II . 

-  




det

1
det  عكوسة. إذا كانت  1

 إذا بادلنا سطرين )أو عمودين( فإن إشارة المحدد تتغير. -

12مثلا: 

012

402

003

  :12فإنه بمبادلة السطرين الأول والثالث نجد

003

402

012

 

 مصفوفة على سطر )أو عمود( جميع عناصره معدومة فإن قيمة  محددها صفر. إذا احتوت -
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0مثلا: 

5301

8

2

7

002

402

003




 دون حساب لأن جميع عناصر العمود الثاني معدومة. 

 إذا احتوت مصفوفة على سطرين )أو عمودين( متماثلين فإن قيمة محددها صفر. -

0مثلا: 

5351

8

2

7

082

422

073




 اني و الرابع متماثلان.لأن العمودين الث 

 .فإن قيمة المحدد تضرب بـ  إذا ضربنا جميع عناصر سطر )أو عمود( بعدد  -

12مثلا: إذا كان 

012

402

003

  24فإن

014

404

006

. 

 إيجاد مقلوب مصفوفة

لتكن  In  0حيثdet  يمكننا حساب .
1 مقلوب المصفوفة  :كما يلي 

 TCom




det

11 

حيث   nijcCom ij  و  1  ij

ji

ij Mc


  iهو المحدد الناتج بحذف السطر  ijMو  1

 .المصفوفة jمود و الع

 مراحل حساب مقلوب مصفوفة

 نتبع الخطوات التالية:لحساب مقلوب مصفوفة مربعة

 .detنحسب  .0

0detإذا كان  .6   نقول أن0وب ونتوقف. أما إذا لا تقبل مقلdet   3نتابع إلى الخطوة 

 .لـ  jوالعمود  iالمحددات الناتجة بحذف السطر  ijMنحسب  .3

 .Comنضيف إشارات بالتناوب لتشكيل  .4

حسب المنقول ن .5 TCom. 

قسم كل معاملات ن .2 TCom  علىdet. 
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 مثال

أحسب إذا أمكن مقلوب المصفوفة 





















013

011

362

. 

 الحل

 detنحسب أولا 

  6313

013

011

362

det 



      

0detبما أن    إذن  وقابلة للقلب   
 






det

1
T

Com
  

   3,2,1,,)1(   jiMc ji
ji

ji      ,     
3,1 


jijicACom     حيث 

























333231

232221

131211

MMM

MMM

MMM

ACom  

  0
01

01
11 




M      ، 0

03

01
12 




M            ، 2

13

11
13 




M     

   3
01

36
21 


M         ، 9

03

32
22 


M           ، 16

13

62
23 


M              

       3
01

36
31 


M       ، 3

01

32
32 


M             ، 4

11

62
33 


M        

و منه        
























433

1693

200

ACom   

 
























4162

390

330
T

Com 
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3
2

3
8

3
1

2
1

2
30

2
1

2
10

det

11 T
Com  

 المصفوفات والتطبيقات الخطية 1-3

سوف نرى أنه توجد علاقة وثيقة بين المصفوفات و التطبيقات الخطية. نرفق لمصفوفة تطبيقا خطيا و 

 بالعكس، من أجل تطبيق خطي كيفي وأساسين لفضاءي البدء والوصول كيفيين نرفق مصفوفة.

 طبيق خطي لتأو المشاركة المصفوفة المرافقة 

. وليكنnذو بعد منته  فضاء شعاعي على الحقل  Eليكن nvvv ,....,,  .Eأساسا في  21

لتكنو. mذو بعد منته  فضاء شعاعي على الحقل  Fليكن  mwww ,.....,,  . Fأساسا في21

 فإن   F نحو Eتطبيقا خطيا من fإذا كان

   

   

   



















mmnnnnn

mm

mm

wawawavfFvf

wawawavfFvf

wawawavfFvf

FEf

....

....

....

:

2211

222211222

122111111


 

                                                                        :كالتالي nmيمكن تمثيلها في مصفوفة  ijaالمركبات 

     

 

mmnmm

n

n

n

w

w

w

aaa

aaa

aaa

f

vfvfvf

































2

1

21

22221

11211

21

......

......

......

...

 

أي مصفوفة عناصر أعمدتها هي مركبات صور الأشعة  nvvv ,....,, في الأساس fبواسطة التطبيق21

 mwww ,.....,, 21. 

ونرمز لها بالرمز  f matrice associéeـ ل المشاركة أو المصفوفة المرافقةنسميها  f. 

   اتملاحظ

FEfإذا كان  - :  تطبيقا خطيا فإن f  هي مصفوفةEF dimdim .    

FEfمعاملات المصفوفة المرافقة لـ  - :  تتعلق باختيار أساسE  و أساسF.                                                          
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 1مثال

:32ليكن التطبيق الخطي  IRIRf   حيث   yxyxyxyx 3,2,,  . 

عين  f  المصفوفة المرافقة لـf 2لـ  وفق الأساسين النظاميينIR  3وIR. 

 الحل

 f  23هي مصفوفة2ا هي مركبات صور الأساس النظامي لـ . أعمدتهIR  وهو    1,0,0,1 

وهو 3IRوفق الأساس النظامي لـ  fبواسطة التطبيق       1,0,0,0,1,0,0,0,1. 

         1,0,010,1,020,0,111,2,10,1 f 

         1,0,030,1,010,0,113,1,11,0 f 

 














 



3

1

1

1

2

1

f 

 2مثال

:32ليكن التطبيق الخطي  IRIRg   حيث   yxyxyxyx  ,,,  . 

عين  g  المصفوفة المرافقة لـg  وفق الأساسين    1,1,1,1   و      1,1,0,1,0,1,0,1,1  لـ

2IR  3وIR.على الترتيب 

 الحل

 g  23هي مصفوفة 2. أعمدتها هي مركبات صور الأساس النظامي لـIR  وهو

    1,1,1,1   بواسطة التطبيقg  3وفق الأساس النظامي لـIR وهو      1,1,0,1,0,1,0,1,1. 

         1,1,001,0,120,1,102,0,21,1 g 

         1,1,011,0,110,1,110,2,01,1 g 

 


















1

1

1

0

2

0

g 

 ملاحظات

 .الصفريةالمصفوفة المرافقة للتطبيق الصفري هي المصفوفة  -

 .الوحدةالمصفوفة المرافقة للتطبيق الحيادي هي مصفوفة  -
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للتطبيق المصفوفة المرافقة  - gf هي مجموع المصفوفة المرافقة للتطبيقf و المصفوفة

 . أي gالمرافقة للتطبيق

     gfgf  

رافقة هي المصفوفة الناتجة من ضرب المصفوفة المfالمصفوفة المرافقة للتطبيق  -

 . أيبالسلمية fللتطبيق

   ff   

هي المصفوفة الناتجة من جداء المصفوفة المرافقة gfالمصفوفة المرافقة للتطبيق  -

 . أيgبالمصفوفة المرافقة للتطبيق fللتطبيق

     gfgf  . 

 تقابلي. fتكون تقبل مقلوب إذا وفقط إذا كان التطبيقfالمصفوفة المرافقة للتطبيق  -

رافقة الم مصفوفةالهي  1فإن fمرافقة للتطبيق تقبل مقلوبا وهي   إذا كانت المصفوفة -

 . أي1fلتطبيقل

    11 
 ff 

 التطبيق الخطي المرافق لمصفوفة            

لتكن  
nj
miija



1
nEحيث  فضاءين شعاعيينFو Eوليكن  nmمصفوفة  1 dim  و

mF dim و nvvv ,....,, و  Eأساسا في  21 mwww ,.....,,  .Fأساسا في21

FEfالتطبيق الخطي نسمي  : للمصفوفة امرافق اخطي اتطبيق  
nj
miija



1
 إذا كان 1

  mmjjjj wawawavf  2211  من أجل كلnj 1.  و نرمز له بـf. 

 مثال

لتكن 






 


110

112
. 

وأساسه النظامي 2IRنعتبر الفضاء الشعاعي  21,ee 3والفضاء الشعاعيIR  وأساسه

النظامي 321 ,, eee.  

23يوجد تطبيق خطي وحيد  IRIR: f  حيث 
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1,1

1,1

0,2

2231133

2221212

2211111

eaeaef

eaeaef

eaeaef

 

ليكن   3IR,, zyx 

   

     

     1,11,10,2

,,

321

321











zyx

efzefyefx

zeyexefzyxf

 

 ومنه

   zyzyxzyxf  ,2,, 

 مصفوفة العبور 1-4

مزود بأساسين  nفضاءا شعاعيا ذو بعد منته  Eيكن ل nvvv ,....,, 211  

و nwww ,.....,, 212  مصفوفة العبور . نسميmatrice de passage   1الأساس من  نحو 

في الأساس  jwمن مركبات الشعاع  jحيث يتكون العمود رقم  nnة المربعة المصفوف 2الأساس 

2 . 

بدلالة أشعة  2اس الجديد الأسأشعة  هي مركبات 2نحو 1أعمدة مصفوفة العبور من  أنأي 

 ونرمز لها بالرمز. 1م الأساس القدي
21 ,P. 

 مثال

مزود بأساسين   2IRليكن الفضاء الشعاعي  211 ,vv و 212 ,ww  حيث 











0

1
1v، 










1

1
2v،  










2

1
1w و










4

5
2w. 

 .2الأساس نحو 1ر من الأساس مصفوفة العبوعين 

 لحلا

نكتب 









2

1
1w و










4

5
2w  في الأساس 211 ,vv  . 

 . أي1في  1wمركبات و  نفرض أن 





































2

1

1

1

0

1

2

1
211




 vvw 

 إذن
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211 2vvw  

 وبنفس الطريقة نبحث عن مركبات 





































4

5

1

1

0

1

4

5
212




 vvw 

 إذن

211 4vvw  

 :ومنه مصفوفة العبور هي











42

11

21,P 

 ملاحظة

مصفوفة العبور 
21 ,P  1من الأساس  2نحو  الأساس  في الفضاءE  هي المصفوفة المرافقة

لكنه  Eنحو نفس الفضاء  1مزودا بالأساس  Eالمعرف من الفضاء   EIdللتطبيق الخطي المطابق 

 . أي 2مزودا بالأساس 

 EIdP
2121 ,,   

 خواص

قابلة للقلب ومقلوبها هي مصفوفة العبور من  2نحو الأساس  1مصفوفة العبور من الأساس  .0

 . أي 1نحو  الأساس  2الأساس 

  1

,, 1221



  PP 

 ثلاث أساسات في نفس الفضاء، فإن  3و 1 ،2كانت إذا  .6

322131 ,,,   PPP 
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 :ثانيالفصل ال

 جمل المعادلات الخطية

 Systèmes d’équations linéaires 

 عموميات 2-1

 تعريف

كل   inconnues  nà  séquation msystème de مجاهيل nبـ  معادلات خطية m جملةنسمي 

 :العام الشكل علىمجاهيل.  nمعادلات خطية بـ  mقائمة لـ 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa








2211

22222121

11212111

 

miحيث  ijaالعناصر  1  وnj 1 .الدليل الأول ، هي معاملات الجملة وهي معطاةi  يرمز

 يرمز إلى رقم العمود. jإلى رقم السطر و الدليل الثاني 

miحيث  ibالعناصر  1معطاة. أيضا طرف الثاني للجملة وهي ، تشكل ال 

njحيث  jxالعناصر  1 . هي مجاهيل الجملة ، 

 ةمثلأ

  :معادلة خطية بمجهولين من الشكلbyaxa   ، هي معادلة مستقيم في المستوي. 21

  :جملة معادلتين بمجهولين من الشكل








375

132

yx

yx
. 

   : جملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل من الشكل








9342

13

321

321

xxx

xxx
. 

 الشكل المصفوفي للجمل

لتكن  S  جملةm  بـ خطية معادلاتn  على الشكل العام:مجاهيل 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa








2211

22222121

11212111

 

miحيث  ijaمعاملات الجملةبوضع  1  وnj 1 في مصفوفة ،nm .أي
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

jx njوالمجاهيل  1 1، في مصفوفة عمودn  أو شعاع عمودي. أي 























nx

x

x


2

1

 

ib miوعناصر الطرف الثاني   1 1، في مصفوفة عمودm  أو شعاع عمودي .أي 

 























mb

b

b


2

1

 

فإنه يمكننا كتابة الجملة  S  الشكل المصفوفيعلى forme matricielle   : 

 

 مثال

لتكن  S :جملة معادلتين بمجهولين على الشكل 









375

132

yx

yx
 

 بوضع








 


75

32
 ،









y

x
و  












3

1
 

فإن الجملة  S  تكتب على الشكل المصفوفي. 

 ملاحظة

 على الشكل المصفوفي احترام ترتيب المتغيرات والمعادلات.جملة تابة كعند 

 مثال

لتكن  S  على الشكل: ت بثلاث مجاهيلمعادلاثلاث جملة 
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1635

7423

uw

wv

vwu

 

لة للجمالشكل المصفوفي  S  هو






















































6

16

7

012

530

423

v

w

u

.  

أو على الشكل المصفوفي 






















































6

16

7

102

350

243

w

v

u

. 

 أي أن تغيير ترتيب المجاهيل يِؤدي إلى تغيير في مصفوفة المعاملات.

 دراسة مجموعة الحلول 2-2

 تعريف

قائمة لـ الجملة معادلات خطية   solutionحل نسمي  psss ,,, 21   1بحيث إذا عوضناx  1بـs  و

2x  2بـs .الخ، في جملة المعادلات الخطية تتحقق المساويات... 

 مثال

 الجملة:









9342

13

321

321

xxx

xxx
 

تقبل  1,6,18  181أي حلا x ،62 x ،13 x.  

في حين  0,2,7 .يحقق المعادلة الأولى فقط. هو إذن ليس حلا للجملة 

 1لاحظةم

البحث عن الثنائية  yx,  التي تحقق عدة معادلات من نفس النمط هو البحث عن نقاط تقاطع عدة

  مستقيمات.

مثلا النقطة  yx,  1هي ضمن تقاطع مستقيمينD  2وD  11211ذي المعادلتين byaxa   و

22221 byaxa  :على الترتيب إذا كانت حلا للجملة 









22221

11211

byaxa

byaxa
 

 هناك ثلاث احتمالات:
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 يتقاطعان في نقطة واحدة. إذن الجملة تقبل حلا وحيدا. 2Dو  1Dالمستقيمان  .0

 متوازيان. إذن الجملة لا تقبل حلولا.  2Dو  1Dالمستقيمان  .6

 .طبقان. إذن الجملة تقبل ما لا نهاية من الحلولمن 2Dو  1Dالمستقيمان  .3

            y                                  y                                   y 

    1D                               1D           2D                            21 DD  

              2D 

   x                                          x                                      x 

 2لاحظةم

 هي معادلة مستوي في الفضاء. zو  x ،yمعادلة خطية بثلاث مجاهيل 

 لتكن ثلاث جمل بمعادلتين وثلاث مجاهيل على الشكل:









1

1

zyx

zyx
(3              









1

1

zyx

zyx
(6              









1

1

zyx

zyx
(0 

 معادلتي الجملة الأولى تمثلان نفس المستوي. إذن مجموعة الحلول هي ذلك المستوي.

1P 

 

                                            2P 

 لول خالية.عادلتي الجملة الثانية تمثلان مستويين متوازيين. إذن مجموعة الحم

                                                               1P 

 

 

                                           2P 

 معادلتي الجملة الثالثة تمثل مستويين يتقاطعان في مستقيم.

                                                  2P 

                                             1P 
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يمكن لجملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل أن تقبل حلا وحيدا )بصفة عامة، تتقاطع ثلاث مستويات في 

 نقطة من الفضاء(  

 نظرية

لتكن  S  جملةn  معادلات خطية بـm  :مجاهيل على الشكل المصفوفيالجملة  . فإن S 

 .ما لا نهاية من الحلولتقبل أو  تقبل حلا وحيداأو  لا تقبل حلولا

 معادلات خطية ةطرق حل جمل 2-3

 Cramer طريقة كرامر 2-3-1

لتكن  S  جملةn  معادلات خطية بـn  :مجاهيل على الشكل المصفوفيحيث . 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 ،























nx

x

x


2

1

و  























nb

b

b


2

1

. 

0detإذا كان  - أو تقبل ما لا نهاية من الحلول. : فإن الجملة لا تقبل حلولا 

0detإذا كان  - :فإن الجملة تقبل حلا وحيدا معطى بـ : 























nx

x

x


2

1

حيث  





det

j

jx  من أجلnj 1 

 أي .في المصفوفة  بالطرف الثاني  jصفوفة الناتجة من استبدال العمود هو محدد الم jحيث 























nnnn

n

n

aab

aab

aab









2

2222

1121

1
 ،























nnnn

n

n

aba

aba

aba









1

2221

1111

2
 وهكذا... 

 1مثال

 حل الجملة:باستعمال طريقة كرامر 









1

32

yx

yx
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 الحل

الشكل المصفوفي للجملة هو 

























 1

3

11

21

y

x
 أي  

 حساب محدد مصفوفة المعاملات 

03
11

21
det 


 

 بما أن محدد مصفوفة المعاملات غير معدوم فإن الجملة تقبل حلا وحيدا معطى بـ

3

5

3

5

3

11

23

det

1 













x 

 و

3

2

3

2

3

11

31

3

2 











y 

و منه الحل هو 



















3

2
3

5

. 

 2مثال

   باستعمال طريقة كرامر حل الجملة التالية















03

03

023

wuv

vwu

wu

 

 الحل

 بترتيب المعاملات و المتغيرات نجد الجملة على الشكل العام:















03

03

23

wvu

wvu

wu

   

 الشكل المصفوفي للجملة هو
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0

0

2

311

131

103

w

v

u

 

 حساب Adetباختيار السطر الأول

 20det  A 
11

31

31

13
3det





A 

0det A فان الجملة تقبل حلا وحيدا معطى بـ 

A
w

A
v

A
u

w

v

u

X
det

,
det

,
det

/ 321 
























. 

5

4
 u 16

31

13
2

310

130

102

1 


 

5

2
 v 8

31

11
2

301

101

123

2 


 

5

2
 w 8

31

11
2

011

031

203

3 


 























5
2
5

2
5

4

X 

 طريقة المقلوب 2-3-2

لتكن  S  جملةn  معادلات خطية بـn  :مجاهيل على الشكل المصفوفيحيث . 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 ،























nx

x

x


2

1

و  























nb

b

b


2

1

. 

0detإذا كان  - .فإن الجملة لا تقبل حلول أو تقبل ما لا نهاية من الحلول : 
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0detإذا كان  - :فإن الجملة تقبل حلا وحيدا معطى بـ : 

 1 

 مثال

 باستعمال طريقة المقلوب حل الجملة:









32

325

yx

yx
 

 الحل

الشكل المصفوفي للجملة هو 

























 3

3

12

25

y

x
 أي  

 حساب محدد مصفوفة المعاملات 

09
12

25
det 


 

 بما أن محدد مصفوفة المعاملات غير معدوم فإن الجملة تقبل حلا وحيدا معطى بـ 1 

بالعلاقة  1حساب 
 






det

1
T

Com
وبما أن  














2221

1211

MM

MM
Com  حيثijM  هو

إذن  detمن   jوالعمود  iالمحدد الناتج بحذف السطر 













52

21
Com  ومنه

  













52

21T
Com  أي


















9
5

9
2

9
2

9
1

 وبالتالي حل الجملة هو 1

























 

3

3

9
5

9
2

9
2

9
1

1X 













1

1
X 

 اتملاحظ

 . مجاهيل nمعادلات خطية بـ  nلحل جمل  إلاالمقلوب  وأاستعمال طريقتي كرامر لا يمكننا  -

لا يمكننا تحديد فيما  المقلوب وأكرامر  طرقتيباستعمال في حالة الجملة لا تقبل حلا وحيدا، فإنه  -

 إذا كانت تقبل ما لا نهاية من الحلول أو لا تقبل حلولا.
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الجمل الخطية سواء كان  أي نوع منيمكننا استعمالها لحل أخرى تعرف على طريقة لا بد لنا إذن من ال

 . ، أقل أو أكبر من عدد المجاهيلساويعدد المعادلات ي

يمكننا تحديد فيما إذا كانت لا تقبل حلولا أو تقبل ما لا نهاية من في حالة الجملة لا تقبل حلا وحيدا  كما أنه

 وهي طريقة قوص. الحلول.

  طريقة قوص 2-3-3

 مثال تمهيدي

 لتكن الجملة التالية: 















3

2

1

42

57

2

Lz

Lzy

Lzyx

 

 ."مدرج"يسمى على شكل لاث مجاهيل جملة ثلاث معادلات بثوهي 

 1y نحصل على 2L. وبالتعويض في المعادلة الثانية 2z تعطي 3Lنلاحظ أن المعادلة الأخيرة 

 .1xنجد  1Lفي المعادلة الأولى  zو  yوفي النهاية بالتعويض بقيمتي 

ثم صعودا المعادلة الأخيرة حل من  أي جملة على الشكل المدرج، نتمكنبمعنى أنه إذا توصلنا إلى كتابة 

 méthode du pivot de Gauss. طريقة قوصحل بقية المعادلات. إنه مبدأ بالتتابع 

 طريقة قوصمراحل 

 الشكل العام:على خطية لحل أي نوع من الجمل الطريقة قوص ستعمل ت

 



















mmnmnmm

nn

nn

Lbxaxaxa

Lbxaxaxa

Lbxaxaxa

S








2211

222222121

111212111

 

 :تينالتالي تينحسب المرحل

 الأولي:المرحلة 

 وهي: iL (المعادلاتالأسطر )  بعمليات أولية على نقوم

ji .(ينمعادلتسطرين )تغيير ترتيب  .0 LL   ji  

ii  بعدد غير معدوم. (ةمعادلسطر)ضرب  .6 LL    0 

  .آخر (معادلة( إلى سطر)معادلةسطر)إضافة  .3    jii LLLji   0 

 إلى جملة مكافئة )أي لها نفس مجموعة الحلول( على شكل مدرج: نتوصلحتى 
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mmnmn

nn

nn

Lx

Lxx

Lbxaxaxa

S










222222

111212111

' 

 المرحلة الثانية:

حل الجملة المدرجة ن 'S وذلك بدءا من المعادلة الأخيرة .mL  حيث نستخرج قيمةmx  ثم بالتعويض في

1mL  1نحصل على قيمةmx 1كذا صعودا و بالتتالي نتابع حتى نحصل على وهx  1منL. 

 مثال

 باستعمال طريقة قوص حل الجملة:

 














3

2

1

593

552

17

Lzyx

Lzyx

Lzyx

S 

 الحل

 نحول الجملة إلى شكل مدرج باستعمال العمليات الأولية كالتالي:

 :وذلك باستعمال المعادلة الأولى ن الثانية والثالثةمن المعادلتي xنحذف 

 














133

122

1

622

393

17

LLLzy

LLLzy

Lzyx

S 

 :0في المعادلة الثانية يساوي  yنجعل معامل 

 
















3

22

1

622

3

1
13

17

Lzy

LLzy

Lzyx

S 

 :وذلك باستعمال المعادلة الثانية من المعادلة الثالثة yنحذف 

 














233

2

1

244

13

17

LLLz

Lzy

Lzyx

S 

 .2xنجد  1Lوأخيرا بالتعويض في  4yنجد  2Lوبالتعويض في  1zنجد:  3Lمن 

ومنه الجملة تقبل حلا وحيدا  1,4,2 . 
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 فية تحديد مجموعة الحلولكي

 :قد نصادف نوعين من المعادلاتخلال وضع جملة على الشكل المدرج 

  إذا ظهرت معادلة من النوعbxxx n  000 21   0حيثb في هذه الحالة . إذن

 الجملة لا تقبل حلولا.

 ن النوع ظهرت معادلة م وإذا لم تظهر معادلة من النوع السابق، لكن

0000 21  nxxx  ،وصل إلى جملة من الشكل:نتنتابع حتى نحذفها و 




















mnmnsms

ininrir

nn

bxaxa

bxaxa

bxaxaxa








 11212111

 

ها لالمتغيرات الموالية  يسمنليست معدومة و الموجودة في بداية جميع الأسطرحيث أن المعاملات 

 متغيرات ثانويةسمى أما بقية المتغيرات ) إن وجدت( فت  inconnues principales متغيرات أساسية

inconnues secondaires . 

 هناك حالتين:

يتم تعيينه إبتداء من السطر  .إما، لا توجد متغيرات ثانوية وفي هذه الحالة الجملة تقبل حلا وحيدا .0

 الأخير ثم بالتعويض بالقيم المحسوبة صعودا حتى السطر الأول.

إلى الطرف الثاني حتى نحصل على جملة  انوية. وفي هذه الحالة يتم تحويلهأو توجد متغيرات ثا .6

 من الشكل:

 

 

 
























nmnssmmsms

ninssiisisrir

nnssss

xaxabxa

xaxabxaxa

xaxabxaxaxa










11

11

111111212111

 

 نحلها صعودا من المعادلة الأخيرة كما سبق ورأينا لكن هذه المرة بدلالة المتغيرات الثانوية.

يم بما أن المتغيرات الثانوية هي كيفية نستنتج أنه من أجل كل اختيار لقيم المتغيرات الثانوية نحصل على ق

 جديدة للمتغيرات الأساسية ومنه فالجملة تقبل ما لانهاية من الحلول.

 1مثال

 باستعمال طريقة قوص حل الجملة:
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S 

 الحل

 :3Lو 2Lمن  xنحذف 
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1

2382

324

1

LLLzy

LLLzy

Lzyx

S 

 :0يساوي  2Lفي  yنجعل معامل 

 














3
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1

382

24

1

Lzy

LLzy

Lzyx

S 

 :3Lمن  yنحذف 

 














233

2

1

270

24

1

LLL

Lzy

Lzyx

S 

 الجملة لا تقبل حلولا. 3L حسب

 2مثال

 باستعمال طريقة قوص حل الجملة:

 














34321

24321

14321

213102

4223

2

Lxxxx

Lxxxx

Lxxxx

S 

 الحل

 :3Lو 2Lمن  xنحذف 

 














133432

122432

14321

2615123
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2

LLLxxx

LLLxxx

Lxxxx

S 

 :0يساوي  2Lفي  yنجعل معامل 
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Lxxxx

S 

 :3Lمن  yنحذف 
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2

LLL
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S 

 من الجملة: 3Lنحذف السطر 
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2

Lxxx

Lxxxx
S 

 إلى الطرف الثاني: 4xو  3xنحول المتغيرات الثانوية 
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2

Lxxx

Lxxxx
S 

432 نجد 2Lمن السطر  542 xxx  1و بالتعويض في السطرL  431نجد 43 xxx   أي أن

الجملة تقبل ما لا نهاية من الحلول من الشكل 
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x
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xx

.IRأعداد كيفية من  4xو 3xحيث 
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 :ثالثالفصل ال

 التكاملات
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 :ثالثالفصل ال

 التكاملات

 Les intégrales  

 المعرفغير التكامل  3-1

 1تعريف

، كل دالة Iى عل f primitive deلـ  دالة أصلية. نسمي IRمن  Iدالة مستمرة على مجال  fلتكن 

F  قابلة للاشتقاق علىI :وتحقق 

 

 مثال

- xxF ln:   هي دالة أصلية لـ
x

xf
1

:  على*
IR لأن:    xfxFIRx   ',*. 

- xxF ln2:  ي أيضا دالة أصلية لـ ه
x

xf
1

:   على*
IR لأن: 

   xfxFIRx   ',*. 

 نتيجة

ابع الأصلية من الشكل قبل ما لا نهاية من التوي fفإن  Iعلى مجال  fتابع أصلي لـ  Fإذا كان 

CF   حيثC .ثابت حقيقي 

 2تعريف

 f intégrale indéfinie لـ تكامل غير معرف. نسمي IRمن  Iدالة مستمرة على مجال  fلتكن 

 ونرمز له بالرمز: Iعلى  f، مجموعة كل الدوال الأصلية لـ Iلى ع

    CxFdxxf   حيث   xfxF ' ,Ix 

 خواص

 . فإن:Iابعان مستمران على مجال ت gو  fليكن 

1.     Cxfdxxf  '  

2.    xfdxxf 









/

 

    .,' IxxfxF 
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 علاقة التكامل بالاشتقاق تلهمنا طرقا وتقنيات لحساب التكاملات مستنبطة من الاشتقاق.

 تحساب التكاملاطرق  3-2

 التالي:جدول العلى  الحصولتمكن من نقراءة معكوسة لجدول اشتقاق الدوال الشهيرة مباشرة ب 3-2-1

 dxxf )(  )(xf  

C  0  

c
x






1

1





  )1/( IRx   

cx ln  
x

1
 

cxarctan  
21

1

x
 

cxarcsin  
21

1

x
 

cxarccos  
21

1

x


 

ce x   xe  

cx cos  xsin  

cx sin  xcos  

ca
a

x 
ln

1
 )1,0(  aaa x  

 

 مجموع (المشتقة ل نتيجة) .تحويل تكامل مجموع إلى مجموع  تكاملات 3-2-2

 . فإن Iتابعان مستمران على مجال  gو  fليكن 

        dxxgdxxfdxxgf 

 مثال

  Cxedxxdxedxxe xxx   sincoscos 

 شتقاق ثابت في دالة (لا تيجةن) .اخراج أو إدخال ثابت على التكامل 3-2-3

 عددا حقيقيا فإن: . وليكن Iتابعا مستمرا على مجال  fليكن 
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      dxxfdxxf   

 مثال

Cx
x

dx
dx

x





  arctan2
1

2
1

2
22

 

 جداء(المشتقة ل نتيجة) .التكامل بالتجزئةتقنية  3-2-4

gfبحيث  Iعلى مجال  قابلان للاشتقاقتابعان  gو  fليكن  fgو  '  مستمران فإن  '

             dxxgxfxgxfdxxgxf '' 

 ملاحظات 

 . في بعض الأحيان نضطر إلى استعمال التكامل بالتجزئة عدة مرات (0

 مثال

لحساب :    dxexxI x2 باستعمال التكامل بالتجزئة نضع 

    xxfxxf 2'2  

    xx exgexg ' 

 ومنه

   dxxeexxI xx 22   

لحساب :    dxxexJ x  التكامل بالتجزئة نضعثانية نستعمل مرة 

    1'11  xfxxf 

    xx exgexg  11 ' 

 ومنه

  CexedxexexJ xxxx   

 نجد  Iبالتعويض في عبارة 

    0
2 22 CxxexI x  

 فمثلا ليس عشوائي. g'و  fإن اختيار  (6
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لحساب :  .أ  dxexP x
n أو  dxxxPn cos أو   dxxxPn sin حيث xP هو كثير

مرة ويكون الاختيار في كل مرة وفي كل حالة  n. نستعمل التكامل بالتجزئة nحدود من الدرجة 

 كالتالي:

   

  x

n

exg

xPxf





'
  أو  

   

  xxg

xPxf n

cos' 


  أو  

   

  xxg

xPxf n

sin' 


 

  مثال

لحساب :    dxxxxI cos2 باستعمال التكامل بالتجزئة نضع 

    xxfxxf 2'2  

    xxgxxg sincos'  

 ومنه

   dxxxxxxI sin2sin2   

لحساب :    dxxxxJ sin  التكامل بالتجزئة نضعثانية نستعمل مرة 

    1'11  xfxxf 

    xxgxxg cossin' 11  

 ومنه

  CxxxdxxxxxJ   sincoscoscos 

 نجد  Iبالتعويض في عبارة 

  0
2

1 sin2cos2sin CxxxxxxI  

لحساب:  .ب  dxxxPn ln  أو  dxxxPn arccos  أو  dxxxPn arcsin  أو

  dxxxPn arctan  حيث xP هو كثير حدود من الدرجةn . 

 نستعمل التكامل بالتجزئة مرة واحدة فقط ويجب أن يكون الاختيار في كل حالة كالتالي:

 

   xPxg

xxf

n



'

ln
أو         

 

   xPxg

xxf

n



'

arccos
أو        

 

   xPxg

xxf

n



'

arcsin
أو         

 

   xPxg

xxf

n



'

arctan
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 مثال

لحساب:    dxxxI lnنضعنجري التكامل بالتجزئة مرة واحدة . 

   
x

xfxxf
1

'ln  

    xxgxg 1' 

 ومنه

  CxxxdxxxxI   lnln 

 مشتقة التركيب( نتيجة) .تحويل المتغيرتقنية  3-2-5

  من الشكل: غير المعرف لحساب التكامل  dxxuf 

التكامل المعرف من الشكل: أو   
b

a

dxxuf :نتبع الخطوات التالية 

نضع  .0  txu   حيثu رتيب تماما.تابع قابل للاشتقاق و 

نحل المعادلة  .6  txu   ونحصل على tvx . 

نحسب  .3 dttvdx '. 

 .dtو  tبدلالة  dxو  xنعوض في التكامل  .4

غير المعرفنحسب التكامل الناتج  .5    dttvtf المعرف أو  '   
 

 


bu

au

dttvtf ' 

 .بالنسبة للتكامل غير المعرف xبدلالة  tنعوض في النتيجة  .2

 مثال

:  لحساب     dxxxI 2sin1   نضع xt إذن  2
2




t
x  ومنهdtdx

2

1
 

بالتعويض في  xI1  :نحصل على التكامل  CtdttxI 


  cos
2

1
sin

2

1
1  

 نجد xبدلالة  tنعوض 

    CxxI 


 2cos
2

1
1 
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  من الشكل: غير المعرف لحساب  التكامل    dxxuxuf ' :نتبع الخطوات التالية 

نضع  .0  txu   حيثu ب تماما.رتيقابل للاشتقاق و 

نحسب  .6 dxxudt '. 

 .dtو  tبدلالة  dxو  xنعوض في التكامل  .7

 غير المعرف نحسب التكامل الناتج .0  dttf . 

 . xبدلالة  tنعوض في النتيجة  .1

 مثال

لحساب:    dxxxxI cossin1   نضعxt sin  إذنdxxdt cos  بالتعويض في xI1 

نحصل على التكامل:   CtdttdttxI   2

3

2

1

1
3

2
 نجد xبدلالة  tنعوض  

  CxxI  3
1 cos

3

2
 

 ملاحظة

 الحصول على الجدول التالي:من يمكننا استعمال تحويل متغير 

 dxxf )(  )(xf  

 
C

xu






1

1





     1/'  xuxu  

  cxu ln  
 
 xu

xu '
 

  cxu arctan  
 
 xu

xu
21

'


 

cxarcsin  
21

1

x
 

cxarccos  
21

1

x


 

  ce xu      xuexu'  

  cxu cos     xuxu sin'  

  cxu sin     xuxu cos'  
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 تكامل كثيرات الحدود 3-3

 على الشكل التالي: nكثير حدود من الدرجة  nPليكن 

  01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
nn  

  

وكذا:  3-6-0و  6-6-0الخواص الخطية للتكامل بالاعتماد على  


  Cxdxx 1

1

1 


الموجودة 

 فإن: 0-6-0بالجدول 

  Cxax
a

x
n

a
x

n

a
dxxP nnnn

n 





 

 0
21111

211
 

 مثال

  Cxxdxdxxdxx   
322

3

2
212 

 تكامل الدوال الناطقة 3-4

 التكامل من الشكل: ليكن 3-4-1 
 
  dx
xQ

xP
xI.  حيثP  وQ كثيرا حدود.  

لحساب  xI :نتبع المراحل التالية 

 لدرجة.: مراقبة االمرحلة الأولى 

إذا كان    QP degdeg  .نمر إلى المرحلة الثانية 

إذا كان   أي وإلا،   QP degdeg   نجري قسمة إقليدية لـP  علىQ نجد:ف 

       xRxQxHxP  

حيث  xH  و xR  هما كثيرا حدود و   QR degdeg  ومنه 

 
 

 
 
    dx
xQ

xR
dxxHdx

xQ

xP
 

حساب ل -  dxxH3-3الفقرة  أنظر. 

لحساب  -
 
  dx
xQ

xR
 نمر إلى المرحلة الثانية.

 تحليل المرحلة الثانية : xQ  فيIR. 

نكتب ث حي xQ  على شكل جداء كثيرات حدود من الدرجة الأولى أو من الدرجة الثانية مميزها

سالب  0أي . 
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  .2

22
2

11
2

21

2121

k

r

m

kk

mms

r

ss

qxpx

qxpxqxpxxxxxQ







 
 

 : حيث 

riمن أجل كل  - 1  فإن i  هو جذر حقيقي لـ xQ  وis .هي درجة تضاعفه 

kjمن أجل كل   - 1  042فإن  jj qp . 

 تفكيك المرحلة الثالثة :
 
 xQ

xR
.  

نكتب الكسر 
 
 xQ

xR
 على شكل مجموع كسور كالتالي: 

 
     

   

   

   

   

   
.

222

22

2

11

22
2

22

2

22
2

2222

22
2

2121

11
2

11

2

11
2

1212

11
2

1111

2

21

2

2

2

2

22

2

21

1

1

2

1

12

1

11

1

11

1

11

2

2

1

1

k

kk

r

r

m

kk

kmkm

kk

kk

kk

kk

m

mm

m

mm

s

r

rs

r

r

r

r

s

s

s

s

qxpx

NxM

qpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

xQ

xR































































































 

 هي ثوابت نحسبها بتوحيد المقامات ثم المطابقة أو بإعطاء قيم خاصة. ijNو  ijMو  ijAحيث 

 المكاملة.المرحلة الرابعة :  

يعود حساب التكامل  
 
 

dx
xQ

xR
xI  ينلشكلإلى حساب تكامل الكسور الناطقة البسيطة من ا : 

 
  


n

x

dx
xI


و  1 

  


 dx

qpxx

NMx
xI

m2
,*حيث  2 INmn   042و  qp . 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


ل الثالث: التكاملاتالفص                                                                                               6دروس رياضيات   

42 

rekkabsoraya@yahoo.fr  

حساب التكامل من الشكل:  3-4-2 
  


n

x

dx
xI


1 . 

 فإن: 1nمن أجل 

   


 Ctex
x

dx
xI 


ln1 

 فإن: 1nمن أجل 

 
     








Cte

xnx

dx
xI

nn 11
1

1


 

التكامل من الشكل:  حساب 3-4-3   


 dx

qpxx

NMx
xI

042حيث  22  qp. 

 نكتب البسط بدلالة مشتقة المقام

 
2

2
2

Mp
Npx

M
NMx  

 ومنه 

    















qpxx

dxMp
Ndx

qpxx

pxM
xI

222
2

2

2
 

   xI
Mp

Nqpxx
M

xI 3
2

2
2

ln
2









 

لحساب    


qpxx

dx
xI

بته على شكل التكامل الشهير: نحاول كتا 23 12t

dt
 

 نضع

4

4

4

2
2 pq 




 

 ومنه يصبح المقام على الشكل
















































 12

2

2

22

2

2




p
x

p
xqpxx 
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1
2

1
223



 px

dx
xI 

باستعمال تحويل متغير 


2px
t


  ومنهdtdx   إذن 

  C
px

Ct
t

dt
xI 







 



  

2
arctan

1
arctan

1

1

1
23 

وبالتعويض في عبارة  xI  نجد 2

  C
pxMp

Nqpxx
M

xI 






 












2
arctan

1

2
ln

2

2
2 

 1مثال

حساب:   ل  dx
xx

x
xI  




23

3
2

. 

 نحلل المقام

  12232  xxxx  

 نفكك الكسر

  
...(*)....................

1212

3











x

B

x

A

xx

x
  

: بضرب طرفي Aحساب   *  بـ 2x  2ثم نضعx  5نجدA . 

: بضرب طرفي Bحساب   *  بـ 1x  1ثم نضعx  4نجدB . 

 ومنه

    










1
4

2
5

2

3
2 x

dx

x

dx
dx

xx

x
xI                               

  CtexxxI  1ln42ln5 

 2مثال

حساب:  
   


 dx

xxx

x
xI

22

5
2
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نحسب مميز لتحليل المقام  22  xx 9 نجد  كالتالييتحلل  فهوومنه:  

  1222  xxxx 

 :نفكك الكسر على الشكل

     
..(*)....................

12212

5
22 












x

C

x

B

x

A

xx

x
 

: نضرب طرفي )*( في Aب حسا 2
2x  2ثم نعوض بـx 1نجدA. 

: نضرب طرفي )*( في Cحساب  1x  1ثم نعوض بـx نجد
3

2
C. 

نجد  0xتختلف عن جذور المقامات مثلا  x: نعطي قيمة كيفية لـ Bحساب 
3

2
B. 

 
 

Ctexx
x

x

dx

x

dx

x

dx
xI














  

1ln
3

2
2ln

3

2

2

1

13

2

23

2

2
2

 

 3مثال

      :حساب التكامل 
   


 dx

xxx

xxxx
xI

132

812114
2

234

  

 لى المقام بعد نشرهباستعمال القسمة الاقليدية للبسط ع

   353132 232  xxxxxx 

 نجد

1
353

543

353

896

353

812114
23

2

23

23

234

234













x

xxx

xx

xxx

xxx

xxxx

xxxx

 

     132

543
1

132

812114
2

2

2

234











xxx

xx
x

xxx

xxxx
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   xJx
x


2

2

  
    


 dx

xxx

xx
dxdxxxI

132

543
2

2

 

حساب  
  

dx
xxx

xx
xJ  




132

543
2

2

: 

نلاحظ أن المقام هو على شكله المحلل لأن مميز  322  xx  08هو. 

 نفكك الكسر على الشكل

  
)........(*..........

321132

543
22

2













xx

NMx

x

A

xxx

xx
 

: نضرب طرفي )*( في Aحساب  - 1x  1ثم نعوض بـx  2نجدA. 

 .1Nنجد  0xفي )*( ثم نعوض بـ  A: نعوض بقيمة Nحساب  -

 .1Mنجد  1xفي )*( ثم نعوض بـ NوA: نعوض بقيمة Mحساب  -

 ومنه

   xKxdx
xx

x

x

dx
xJ 







   12

32

1

1
2

2
 

حساب   dx
xx

x
xK  




32

1
2

: 

 نكتب البسط بدلالة مشتقة المقام على الشكل

  222
2

1
1  xx 

   







32
2

32

22

2

1
22 xx

dx
dx

xx

x
xK 

   xLxx 232ln
2

1 2  

حساب    


322 xx

dx
xL: نجري تغييرا في شكل المقام كالتالي 

 





















 
 1

2

1
22132

2
22 x

xxx 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


ل الثالث: التكاملاتالفص                                                                                               6دروس رياضيات   

46 

rekkabsoraya@yahoo.fr  

   






 


1
2

12

1
2

x

dx
xL 

باستعمال تحويل متغير 
2

1


x
t  فإنdtdx 2  بالتعويض في xL نجد 

  Cte
x

Ctet
t

dt
xL 







 



  2

1
arctan

2

1
arctan

2

1

12

1
2

 

بالتعويض في  xKنجد 

    0
2

2

1
arctan

2

2
32ln

2

1
C

x
xxxK 







 
 

وبالتعويض في  xJ نجد 

    1
2

2

1
arctan

2

2
32ln

2

1
12 C

x
xxxxJ 







 
 

وأخيرا بالتعويض في  xI نجد 

    1
2

2

2

1
arctan

2

2
32ln

2

1
12

2
C

x
xxxx

x
xI 







 
 

 المثلثيةو تكامل الدوال الأسية 3-5

:  لحساب التكامل من الشكل dxpxekx cos   أو من الشكل dxpxekx sin  حيثIRpk , 

 ين والحساب يبين لنا أن التوابع الأصلية لها هي على الشكل:نستعمل التكامل بالتجزئة مرت

 pxpxexG kx sincos:   

يكفي مقارنة  و  لتعيين  xG'  معpxekx cos  أوpxekx sin. 

 مثال

لحساب: 
 dxxeI x cos2  نضع بالتجزئة.نستعمل التكامل 

    xxfxxf sincos'  

    xx exgexg 22 2'   

 ومنه
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  dxxexexI xx sin2sin 22   

لحساب :   
 dxxexJ x sin2  التكامل بالتجزئة نضعثانية نستعمل مرة 

    xxfxxf cossin' 11  

    xx exgexg 2
1

2
1 2   

 ومنه

   xIxedxxexexJ xxx 2coscos2cos 222  

 

 نجد  Iبالتعويض في عبارة 

     xIxxexI x 4cos2sin2  
 

    Ctexx
e

xI
x




cos2sin
5

2

 

 التكامل المعرف 3-6

دالة معرفة على مجال  fلتكن  ba, ولتكنF  دالة أصلية لها على ba, . 

المقدار  bو aبين  f intégrale définie deلـ  تكامل معرفنسمي    aFbF   ونرمز له

بالرمز  
b

a

dxxf  أو  baxF أي 

        aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 

 .bornes d’intégrale حدودا التكامل bو aن ونسمي العددي

 ملاحظات

هو متغير أبكم أي:   xالعدد  .0    ... 
b

a

b

a

dttfdxxf. 

 .xقيمة التكامل المعرف لا تتعلق بـ  .6
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يمثل التكامل المعرف  .3 
b

a

dxxf هندسيا المساحة المحصورة بين منحنى الدالةf  ومحور

axوالمستقيمين ذو المعادلتين  0yالفواصل    وbx . 

 

                                    xfy  

 

 

 

                   0y                     bx            ax  

 مثال

-  
1264

arctan
1

1

3

1

1

3

1

2




 x
x

dx
 

 خواص

دالة مستمرة على مجال  fلتكن  ba,:فإن . 

1.   0
a

a

dxxf  

2.     

a

b

b

a

dxxfdxxf  

3.       bcadxxfdxxfdxxf

b

a

b

c

c

a

  /  
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 :رابعالفصل ال

 معادلات التفاضليةال

 Les équations différentielles  

 معادلات التفاضلية العاديةال 4-1

 1تعريف

 و  xمتغير بين العلاقة كل  équation différentielle ordinaire معادلة تفاضلية عاديةنسمي 

 المجهول التابع xfy  مشتقاته  و'y ،''y ،...، nyبنكت . و  : 

    0,,',, nyyyxF   0أو,,,, 









n

n

dx

yd

dx

dy
yxF  

 مثال

dt

dV
mF . 

 2يفتعر

 الرتبة العليا للمشتق الموجود فيها. معادلة تفاضليةordre رتبة نسمي 

 مثال

  02المعادلة التفاضلية'  yy    0رتبتها. 

  المعادلة التفاضلية  xyyy cos''5'1' 3    6رتبتها. 

 3تعريف

IRIمعادلة تفاضلية كل دالة  intégrale تكامل أو solution حل نسمي :   قابلة للاشتقاقn 

 : ها أيمرة تحقق

   0,,',, nxF   

 مثال

'0المعادلة التفاضلية  
x

y
y   على الشكل حلولمجموعة تقبل 

x

Cte
y    حيثCte  ثابت حقيقي

  ياتها متوازية.كيفي. منحن

ي يمر من النقطة لنبحث عن الحل الذ 12,   وهو بالتعويض
x

y
2

. 
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 ملاحظة

  الحل العامدون فرض أي شروط ابتدائية نسمي  solution générale  مجموعة حلول المعادلة

 وهو يحتوي على ثوابت كيفية.التفاضلية 

  ي يمر من الذنسمي الحل 
00

y,x  حل خاص solution particulière للمعادلة التفاضلية 

 .وهو يوافق قيم محددة للثوابت

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى 4-2

 : العام هي على الشكل

  0',, yyxF  أو yxfy ,' 

 ات المتغيرات المنفصلةذالمعادلات التفاضلية  4-2-1

 لشكل العام: هي على ا

    0 dyyNdxxM 

 مباشرة بالتكامل:نحصل على حلها العام 

    0  dyyNdxxM 

 مثال

0لتكن  ydyxdx   0حلها العام  ydyxdx   أيC
yx


22

22

ومنه   

0

22 Cyx   دأ الاحداثيات ونصف قطرها زها مبوهي معادلة مجموعة دوائر مرك
0

C. 

 المعادلات التفاضلية القابلة للفصل 4-2-2

 العام:  هي على الشكل

        0
2211

 dyyNxMdxyNxM 

في حالة     0
12

yNxM  نستطيع تحويلها إلى معادلة ذات متغيرات منفصلة وذلك بقسمة طرفي

المعادلة على    yNxM
12

  فنجد: 

 
 

 
 

0
1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
 

 وهي معادلة ذات متغيرات منفصلة.

 مثال

لتكن     011  xdyyydxx.  لنفصل المتغيرات وذلك بالقسمة علىxy  نجد 
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 0
11







dy
y

y
dx

x

x
01أي   

1
1

1


















 dy

y
dx

x
  

Cyyxxبالمكاملة نحصل على   lnln   أوCyxxy ln   

 وهو الحل العام للمعادلة المقترحة.

 المعادلات التفاضلية المتجانسة 4-2-3

أن المعادلة التفاضلية  نقول yxfy ,' متجانسة homogène إذا كان 

   yxfyxfIR ,,:   

بأخذ 
x

1
   0حيثx  :فإن العلاقة السابقة تصبح على الشكل 

  









x

y
fyxf ,1, 

 وإنما يتعلق بالنسبة بينهما أي   yو xلا يتعلق مباشرة بالمتغيرين  fنلاحظ أن التابع  
x

y
. 

 طريقة الحل:

نضع 
x

y
u    ومنهuxy   وبالتاليux

dx

du

dx

dy
y '  وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد

  ux
dx

du
ufy    أي  '1,   0,1  xdudxuuf .وهي معادلة تفاضلية قابلة للفصل 

 مثال

لتكن 
x

y
ey x

y

'  . 

نضع 
x

y
u   ومنهuxy   وبالتاليux

dx

du
y ' . 

uxبالتعويض في المعادلة المقترحة نجد 
dx

du
ueu    0أي xdudxeu   

 وهي معادلة قابلة للفصل إذن نفصل المتغيرات فتصبح 

0  due
x

dx u 

 نجد وهي معادلة منفصلة نحلها بالمكاملة 

    0due
x

dx u 
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Cexومنه  u  ln   

وبتعويض 
x

y
u   نجد الحل العام للمعادلة المقترحة هو xCxy lnln  . 

 المعادلة الخطية من الرتبة الأولى 4-2-4

 هي على الشكل العام: 

   xQyxPy ' 

 معطاتان. Iهما دالتان )أو ثابتان( مستمرتان على مجال  Qو  Pحيث 

  :إذا كان  0,  xQIx :عندئذ نسمي المعادلة ، 

  0'  yxPy 

 معادلة دون طرف ثاني أو متجانسة.

 طريقة الحل: 

 تعتمد على النظرية التالية

 ظريةن

 كل معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى يمكن كتابة حلها العام على الشكل:

PHG yyy  

 هو حل خاص للمعادلة بطرف ثاني.  Py. وهو الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني  Hyحيث 

 : Hyكيفية إيجاد 

يكفي حل المعادلة دون طرف ثاني:   0'  yxPy أي 

    00  dxxP
y

dy
yxP

dx

dy
 

 بالمكاملة نجد:

  CdxxPy  ln  

  kثابت حقيقي
 

/
dxxP

H
key 

 : Pyكيفية إيجاد 

 أي xدالة للمتغير  Hyذي يظهر في عبارة ال  kنجعل الثابت 

نضع  xkk  أن  ونفرض   
dxxP

P exky حلا خاصا للمعادلة بطرف ثاني. 

لتعيين  xk  نشتق عبارةPy ثاني نجد ونعوض في المعادلة بطرف: 
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 dxexQxk

dxxP
  

 ومنه

     


 dxexQey

dxxPdxxP
P 

 مثال

xلتكن 
x

y
y '  :حلها العام من الشكلPHG yyy . 

'0: الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني Hyتعيين  
x

y
y لدينا . 

Cxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y  lnln000' 

kثابت حقيقي/kxyH   

نضع  :Pyتعيين  xkk   ونفرض xxkyP    حلا خاصا لـx
x

y
y '  لتعيين ومنه xk 

نشتق    xkxxky P  نجد في المعادلة بطرف ثاني  ثم نعوض ''   
 

x
x

xxk
xkxxk ' 

ومنه   1' xk  إذن  xxk    2وبالتاليxyP . 

2xkxyGومنه    حيثkثابت حقيقي. 

 معادلة برنولي 4-2-5

 هي على الشكل العام: 

    nyxQyxPy ' 

 .1nو  معطاتان)أو ثابتان(  Iهما دالتان مستمرتان على مجال  Qو  Pحيث 

 طريقة الحل: 

 فتصبح على الشكل  nyنحولها إلى معادلة تفاضلية خطية وذلك بقسمة الطرفين على 

   xQyxP
dx

dy
y nn   1 

1نضع  nyz  ومنه 
dx

dy
yn

dx

dz n 1 . 

ثم ضرب الطرفين في بالتعويض  1 n  نجد 
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       xQnzxPn
dx

dz
11  

1بـ وهي معادلة تفاضلية خطية نبحث عن حلها العام كما جاء في الفقرة السابقة ثم نعوض  nyz. 

 مثال

'33لتكن:  yxxyy  . 

323فتصبح  3yلحلها نقسم الطرفين على  ' xxyyy     2نضع yz   ومنه
dx

dy
y

dx

dz 32  

3وبالتعويض نجد 

2

1
xxz

dx

dz



322أي    xxz

dx

dz
  وهي معادلة خطية بطرف ثاني حلها

PHGالعام على الشكل  zzz . 

02: الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني Hzتعيين   xz
dx

dz
 . لدينا

kثابت حقيقي/ln202
22 x

H kezCxzxdx
z

dz
xz

dx

dz
  

ع نض: Pzتعيين  xkk   ونفرض 
2x

P exkz    إذن لإيجاد  حلا خاصا للمعادلة بطرف ثاني

 xk  نشتق   
22

2'' xx
P exxkexkz    وبالتعويض في المعادلة بطرف ثاني نجد

  32'
2

xexk x   أي  
 dxexxk x232  تكامل بالتجزئة حيث نضعلحسابها نستعمل ال 

    xxfxxf 2'2  

   
22

2' xx exgxexg   

 
2222 22 2 xxxx eexdxxeexxk    

12ومنه    xzP  و بالتالي
2

12 x
G kexz   حيثkثابت حقيقي . 

2بالتعويض بـ  yz  لة المقترحة بالشكل نجد الحل العام للمعاد 

2

1

1

2 xkex

y



 

 من الرتبة الثانية بمعاملات ثابتةة الخطيالمعادلات التفاضلية  4-3

 وهي على الشكل العام:
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 xQcybyay  ''' 

 .ثابتة )معطاة(أو   Iدالة مستمرة على مجال  0a ،Qثوابت حقيقية و  cو  a ،bحيث 

إذا كان الطرف الثاني   0xQ :نسمي المعادلة 

0'''  cybyay 

 . sans second membreدون طرف ثانيأو équation homogène  معادلة متجانسة

 :طريقة الحل

 تعتمد على النظرية التالية.

 نظرية

 Pyللمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية بطرف ثاني هو مجموع حل خاص كيفي  Gyالحل العام 

'''0للمعادلة المتجانسة المرافقة لها Hyلهذه المعادلة  والحل العام   cybyay أي . 

PHG yyy  

'''0الحل العام لـ  :Hy يجادإكيفية   cybyay. 

 نعتمد على النظرية التالية.

 نظرية

'''0حلين خاصين للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة  2yو  1yإذا كان   cybyay  وهما

Cteمستقلين خطيا )أي 
y

y


2

 ( فإن حلها العام هو من الشكل:1

2211 yCyCyH  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

kxeyالشكل  من :2yو  1yبحث عن حلين خاصين نل -    حيثk  ثابت حقيقي لتعيين قيمته

 . أيمرتين ثم التعويض في المعادلة المتجانسة yيكفي اشتقاق 

kxkey '  وkxeky 2''   نجد: وبالتعويض في المعادلة دون طرف ثاني أو المتجانسة 

  02  kxecbkak 

02فإن 0kxeبما أن   cbkak. 

02نسمي المعادلة   cbkak  معادلة مميزة مرافقة للمعادلة التفاضلية المتجانسة. حلولها حسب

acbالمميز  42 نميز ثلاث حالات . 

  0إذا كان حقيقيين مختلفين:: فإن المعادلة المميزة تقبل حلين 
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a

b
k

2
1


   و

a

b
k

2
2


 

 ومنه فإن 

xk
ey 1

1   وxk
ey 2

2  

حلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا،  
Ctee

y

y xkk


 21

2

21لأن  1 kk . 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

xkxk
H eCeCy 21

21  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

  0إذا كان المعادلة المميزة تقبل حلا حقيقيا مضاعفا : فإن 

a

b
k

2


 

 فإنومنه 

kxey 1  وkxxey 2 

Ctexحلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا، 
y

y


1

2. 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

kxkx
H xeCeCy 21  

 ابت حقيقية.ثو 2Cو  1Cحيث 

  0إذا كان مترافقين: مركبين: فإن المعادلة المميزة تقبل حلين  ik 1   و

 ik 2 حيث . 

a

b

2


   و

a2


 

 و منه فإن 

xey x  cos1   وxey x  sin2  

Ctexحلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا، 
y

y
 tan

1

2. 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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 xCxCey x
H  sincos 21  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

اص لـ : حل خPyكيفية إيجاد  xQcybyay   هناك طريقتان طريقة عامة وطريقة خاصة. .'''

 :الطريقة العامة

 أي:  xتابعين لـ    Hyنجعل الثابتين الذين يظهران في عبارة 

نضع  xCC 11   و xCC 22 . 

ونفرض أن      2211 yxCyxCyP    لـ هو حل خاص xQcybyay  ''' . 

لتعيين  xC1  و xC2  نشتق أن يكفيPy  مرتين ثم نعوض في المعادلة بطرف ثاني و أخيرا

 نتحصل على:

   

   
 












a

xQ
yxCyxC

yxCyxC

''''

0''

2211

2211

 

 قة التعويض.يوهي جملة خطية بمتغيرين نحلها بطر

 مثال

xyyyلتكن:   PHGحلها العام من الشكل:  .''4'3 yyy  

''4'03: الحل العام لـ Hyتعيين   yyy. 

0342المعادلة المميزة المرافقة لها هي:   kk  04مميزها   11جذرين إذن تقبل k 

32و k  ومنهxx
H eCeCy 3

21
   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

نضع  :Pyتعيين  xCC 11   و xCC 22 . 

ونفرض أن      xx
P exCexCy 3

21
    لـ هو حل خاصxyyy  3'4'' . 

لتعيين  xC1  و xC2  نحل الجملة:يكفي أن 

     

     










2..........'3'

1.............0''
3

21

3
21

xexCexC

exCexC
xx

xx

 

بجمع المعادلتين طرفا لطرف نجد:   xe
x

xC 3
2

2
'   ثم بالتعويض في المعادلة 1  نجد

  xe
x

xC
2

'1  نستعمل التكامل بالتجزئة لحساب . xC2 حيث نضع 
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2

1
'

2
 xf

x
xf 

    xx exgexg 33

3

1
'  

  xxx edxeexC 333
2

18

1

2

1

6

1

2

1








  

نستعمل التكامل بالتجزئة مرة ثانية لحساب  xC1 حيث نضع 

   
2

1
'

2
 xf

x
xf 

    xx exgexg ' 

  xxx e
x

dxee
x

xC 







  2

1

22

1

2
1 

وبالتعويض في     xx
P exCexCy 3

21
   نجد

9

4

3


x
yP  وبالتالي الحل العام للمعادلة

المقترحة هو 
9

4

3

3
21   x
eCeCy xx

G  1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

 :الطريقة الخاصة

كل الطرف الثاني وهي تعتمد على ش xQ. 

  إذا كان    x
n exPxQ  : 

 نميز ثلاث حالاتثابت حقيقي.   و  nكثير حدود من الدرجة  nPحيث 

 المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل:ليس جذرا للمعادلة  الحالة الأولى: 

  xn
nP exAxAAy  10 

 للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: بسيط جذر الحالة الثانية: 

  xn
nP exAxAAxy  10 

 من الشكل: مضاعف للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص جذر الحالة الثالثة: 

  xn
nP exAxAAxy  10

2 

مرتين ونعوض في المعادلة بطرف ثاني ثم  Pyنشتق عبارة 0A ،1A ،2A ،...،nAولتعيين الثوابت 

 نطابق.
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 مثال

xyyyلتكن:   PHGحلها العام من الشكل:  .''4'3 yyy  . 

xxفي المثال السابق ووجدنا  Hy تم حسابلقد 
H eCeCy 3

21
   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

 باستعمال الطريقة الخاصة. :Pyتعيين 

لدينا الطرف الثاني    xxQ  يمكن وضعه على الشكلو     x
n exPxQ   1معn 0و . 

xAAyPليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص من الشكل  0نلاحظ أن  10  .

'1مرتين فنجد  Py  نشتق 1Aو 0A لتعيين AyP   0و'' Py  ثم نعوض في المعادلة بطرف ثاني

xyyy  xxAAA فنحصل على ''4'3  101 وبالمطابقة نجد  334
3

1
1 A و

9

4
0 A .

أي 
9

4

3


x
yP. 

وبالتالي الحل العام للمعادلة المقترحة هو 
9

4

3

3
21   x
eCeCy xx

G  1حيثC  2وC  ثوابت

 حقيقية.

  إذا كان      wxexRwxexPxQ xx sincos  : 

 . نميز حالتين.حقيقية بتثوا wو كثيرا حدود و Rو Pحيث 

الحالة الأولى:   iw للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: ليس جذرا 

    wxexRwxexRy xx
P sincos 21

  

الحالة الثانية:   iw للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: جذر 

    wxexRwxexRxy xx
P sincos 21

  

كثيرا حدود من الدرجة  2Rو 1Rحيث  RP deg,degmax نشتق عبارة همالتعيينPy  مرتين

 ونعوض في المعادلة بطرف ثاني ثم نطابق.

 ثالم

xeyyyلتكن:  x cos3'2'' 2.  :حلها العام من الشكلPHG yyy . 

''2'0: الحل العام لـ Hyتعيين   yyy. 

0122المعادلة المميزة المرافقة لها هي:   kk  0مميزها 1 مضاعف   إذن تقبل جذرk .

xxومنه 
H xeCeCy 21   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 
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   :Pyتعيين 

لدينا الطرف الثاني للمعادلة   xexQ x cos3 2   يمكن وضعه على الشكل العام

      wxexRwxexPxQ xx sincos    1معw 2و و  3xP و  0xR. 

نلاحظ أن  iiw  2 بما أن و ليس جذرا للمعادلة المميزة  0deg,degmax RP ، نبحث

 عن حل خاص من الشكل:

xeRxeRy xx
P sincos 2

2
2

1  

 مرتين نجد  Pyنشتق عبارة لتعيينهماثابتان  2Rو 1Rحيث 

    xeRRxeRRy xx
P sin2cos2' 2

12
2

21  

    xeRRxeRRy xx
P sin42cos43'' 2

12
2

21  

 نجدونعوض في المعادلة بطرف ثاني 

xexeRxeR xxx cos3sin2cos2 22
1

2
2  

 نجد بالمطابقةثم 

0
2

3

02

32
12

1

2









RR

R

R
 

xey ومنه x
P sin

2

3 2 

 الحل العام للمعادلة المقترحة هووبالتالي 

xexeCeCy xxx
G sin

2

3 2
21   

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

  إذا كان       xfxfxfxQ n 21 : 

حلا خاصا للمعادلة:   1yوإذا كان  xfcybyay 1'''  

حلا خاصا للمعادلة:   2yوإذا كان  xfcybyay 2'''  

… 

حلا خاصا للمعادلة:   nyوإذا كان  xfcybyay n ''' 

فإن المعادلة  xQcybyay   تقبل حلا خاصا من الشكل: '''

nP yyyy  21 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


الفصل الرابع: المعادلات التفاضلية                                                                                   6دروس رياضيات   

 

61 

rekkabsoraya@yahoo.fr  

 مثال

xxeeyyلتكن:  xx sin35'' 2  . 

PHGحلها العام من الشكل:  yyy  

''0: الحل العام لـ Hyتعيين  yy. 

012المعادلة المميزة المرافقة لها هي:  k  04مميزها   مركبين جزؤهما إذن تقبل جذرين

1أما الجزء التخيلي  0الحقيقي 
2




. 

xCxCyHومنه  sincos 21   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

321نبحث عن حل خاص من الشكل  :Pyتعيين  yyyyP   1حيثy ،2y  3وy  حلول خاصة

للمعادلات  *...'' 2xeyy  ، **. . .5'' xxeyy   و ***. . .s i n3'' xyy   على

 الترتيب.

 : 1yالبحث عن 

للمعادلة يمكن وضع الطرف الثاني  * على الشكل    xx
n eexPxQ 2

1   0 معn 2 و. 

لـ ليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص  2نلاحظ أن  *  من الشكل

xeAy 2
01  0. لتعيينA 1 نشتقy نجد  مرتينxeAy 2

01 2'  وxeAy 2
01 4''   ثم بالتعويض في

 *  و المطابقة نجد
5

1
0 A إذنxey 2

1
5

1
. 

 : 2yالبحث عن 

يمكن وضع الطرف الثاني للمعادلة  *ل على الشك    xx
n xeexPxQ  51

 1 معn و 

1. 

ليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص لـ  1نلاحظ أن  **  من الشكل

  xexAAy  نجد مرتين  2y نشتق 1Aو  0A. لتعيين 102  xexAAAy  1012 و  '

  xexAAAy 2
1102 2''   ثم بالتعويض في *  و المطابقة نجد 

2

5

52

022
01

1

10









AA

A

AA
 

إذن   xexy  1
2

5
2. 
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 : 3yالبحث عن 

ثاني للمعادلة يمكن وضع الطرف ال *على الشكل:  

      xwxexRwxexPxQ xx sin3sincos1   

و 1w و 0 مع  3xR  و  0xP.  لدينا   0deg,degmax RP ، نبحث عن

 حل خاص من الشكل:

 xRxRxy sincos 213  

 مرتين نجد  3yنشتق عبارة لتعيينهماثابتان  2Rو 1Rحيث 

    xxRRxxRRy cossin' 21123  

    xxRRxxRRy sin2cos2'' 21123  

 نجدونعوض في المعادلة بطرف ثاني 

xxRxR sin3sin2cos2 12  

:  نجد بالمطابقةثم 
2

3
0 12  RR  .هومن xxy cos

2

3
3 . أي المعادلة المقترحة تقبل حلا خاصا 

  xxexe xx cos
2

3
1

2

5

5

1 2  
321 yyyyP  

 الحل العام للمعادلة المقترحة هووبالتالي 

  xxexexCxCy xx
G cos

2

3
1

2

5

5

1
sincos 2

21  
 

ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 
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 :خامسالفصل ال

 وال المتعددة المتغيراتالد
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 :خامسالفصل ال

 دوال المتعددة المتغيراتال

 Les fonctions à plusieurs variables  

 تمهيد

 .المتعددة المتغيرات هي الشائعةالدوال في حين بمتغير واحد نادرة لدوال نجد أن ا، الميدان التطبيقيفي 

 مثلا: 

  مساحة مستطيل طولهx   وعرضهy  هي دالة لمتغيرينx  وy. 

  حجم متوازي مستطيلات أبعادهx وy وz .هي دالة لثلاث متغيرات 

  بثلاث متغيرات هي دوال ث أبعادغرفة بثلاكل نقطة من في الحرارة و الكثافة. 

 دالة المتعددة المتغيراتالتعريف  5-1

متغيرات  nأو بـ  Fonction réelle de plusieurs variables دالة حقيقية متعددة المتغيراتنسمي 

قيمة حقيقية على  nIR. أي أنها ترفق بكل عنصر من IRنحو   nIRمعرفة من  fكل دالة ، حقيقية

 الأكثر:

   nn

n

xxxfxxx

IRIRf

,,,,,,

:

2121  


 

 1مثال

   yxyx

IRIRf





2,

: 2

    

  .yه طولو x عرضههي دالة حقيقية لمتغيرين حقيقيين وهي تمثل محيط مستطيل 

 

                                           x 

 

                                                                y 

 2مثال

  nRTPVTVP

IRIRf





,,

: 3

 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


الفصل الخامس: الدوال المتعددة المتغيرات                                                                          6دروس رياضيات   

 

64 

rekkabsoraya@yahoo.fr 

 Rكمية المادة و  n، حيث تمثل وهي تمثل قانون الغاز المثالي هي دالة حقيقية لثلاث متغيرات حقيقية

 .درجة الحرارة Tالضغط و Pالحجم و Vثابت الغازات المثلية و

 مجموعة التعريف 5-1-1

مجموعة النقاط ،  f domaine de définition مجموعة تعريفنسمي  nxxxM ,,, 21  من 

nIR  التي تملك صورة حقيقية بواسطة الدالة المتعددة المتغيراتf ونرمز لها بـ .fD. أي 

   nn
f IRIRMfIRMD  / 

 أمثلة

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث 
y

x
yxf ,  فإن 

*IRIR   0/, 2  yIRyxD f 

 يمكن تمثيلها بيانيا كالتالي

 

    y 

 

   x                                            0y 

 

 

 

 )الجزء المشطب بالأحمر(. 0yوهي تمثل كل نقاط المستوي ماعدا محور الفواصل 

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث  yxyxf ,  فإن 

     xyIRyxyxIRyxD f  /,0/, 22 

 يمكن تمثيلها بيانيا كالتالي

 

                             y              xy  

 

                                 x 
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xyالواقعة فوق المستقيم ذو المعادلة وهي تمثل كل نقاط المستوي   .)الجزء المشطب بالأحمر( 

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث  221, yxyxf   فإن 

     1/,01/, 222222  yxIRyxyxIRyxD f 

 كالتالي يمكن تمثيلها بيانيا

  y 

 

                                    x 1 0  

 

 

 أالمبد وهي تمثل كل نقاط القرص المغلق الذي مركزه 0,0 الجزء المشطب  1ونصف قطره يساوي(

 بالأحمر(.

 تمرين

   :بالشكلعلى الترتيب و المعرفين  g و fتابعين مجموعتي تعريف ال gDو  fDعين ثم مثل بيانيا 

  













xy

yx
yxf ln,  و    yxfyxg ,,  

 الحل

 












 0/, 2

xy

yx
IRyxD f 



































xyxy

xyxy

xyyx

xyyx

xy

yx

00

00

0 

 

 
                                    xy                                      xy  

 

 

                                                                
f

D 
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    0,/, 2  yxfIRyxDg 

  10ln0, 


















xy

xy

xy

yx
yxf 

0ذا كان إ xy  أيxy  ن فإ:  

0 xxyxy  

0ذا كان إو  xy  أيxy  ن فإ:  

0 xxyxy  

 

 

 
                                     xy   

 

 

                                                         

                                                            
g

D 

 

 

 

 متعددة المتغيراتحقيقية دالة ل هندسيالتمثيل ال 5-1-2

 1تعريف

 مجموعة النقاط نسمي  .متغيرات حقيقية nبـ دالة حقيقيةfلتكن   nn xxxfxxx ,,,,,,, 2121  

حيث  nxxx ,,, 21   تنتمي إلىfD  دالة البيانfGraphe   بـ  هاو نرمز لfG. أي 

      1
212121 ,,,/,,,,,,,  n

fnnnf IRDxxxxxxfxxxG  

  1من أجلn :2منحنى في المستوي واسطة ب نمثل بيان دالة حقيقية بمتغير حقيقيIR  أي نمثل 

النقاط ذات الإحداثيات   xfx,. 

 

                                                  y 

                          xfx,                  xf 

 

                       x           x 
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 مثال

xxxالحقيقية بمتغير واحد بيان الدالة  sin  2نمثله في المستويIR :كالتالي 

 

 

 

  2من أجلn3ساحة في الفضاء : نمثل بيان دالة حقيقية بمتغيرين حقيقيين بواسطة مIR  أي

نمثل النقاط ذات الإحداثيات   yxfyx ,,,. 

 

                                                               yxf , 

                               yxfyx ,,, 

                                          y 

                               x 

 

 1مثال

المعرفة بـfبيان الدالة الحقيقية بمتغيرين   22, yxyxf  3 فضاءنمثله في الIR :كالتالي 
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 2مثال

المعرفة بـfلدالة الحقيقية بمتغيرين بيان ا  xyyxyxf 2sin2, 22  3 فضاءنمثله في الIR 

 كالتالي:

 

  3من أجلn أي  .ات أو أكثرمتغيرثلاث دالة حقيقية بلتمثيل بيان : لا توجد أية طريقة واضحة

 يانية لتمثيلها هندسيا.رؤية بى من الصعب جدا الحصول عل

 .بثلاث متغيرات وأ ثيل دالة حقيقية بمتغيرينهناك طريقة أخرى لتم

 2تعريف

 التي صورها fD من مجموعة النقاط نسمي  .اكيفي احقيقي اعدد kكن ولي  .ينمتغيرب دالة حقيقيةfلتكن 

بـ  هاو نرمز ل   fligne de niveauدالة لل kخط أو منحنى المستوى ب ،kتساوي  fبواسطة الدالة 

fL  أوfC. أي 

     2,/, IRkyxfDyxL ff  

 1لمثا

خطوط المستوى  20,5.17,,5.2,0 k  للدالة الحقيقية بمتغيرينf المعرفة بـ

  xyyxyxf 2sin2, 22  2 فضاءنمثله في الIR :كالتالي 
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 2مثال

المعرفة بـ fالدالة الحقيقية بيان مثل ن 
   

2
5

1.0

3sin
,

221
22

22

22 yxe
yx

yx

yx
yxf







   في

 كالتالي: 9zو  0zمع إسقاط منحنيات المستوى على المستويين  3IR فضاءال

 

 ملاحظة

 المستوى عدة حقائق فيزيائية.  مثلا:تبرز منحنيات 

 .على الخرائط الطوبوغرافية تستعمل في تحديد الارتفاع 

 حرية تبرز العمق.على الخرائط الب 

 ...على خرائط الأحوال الجوية تربط المناطق المتعادلة في الضغط الجوي 
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 3تعريف

التي  fD من مجموعة النقاط نسمي  .اكيفي احقيقي اعدد aوليكن   ثلاث متغيرات.ب دالة حقيقيةfلتكن 

 أي .aSبـ  هاو نرمز ل  fدالة لل aمساحة المستوى ب ،aتساوي  fطة الدالة صورها بواس

     3,,/,, IRazyxfDzyxS fa  

 مثال

ت المستوى مساحا 3.2,1a بثلاث متغيرات ة لدالة الحقيقيلfوالمعرفة بـ 

  222,, zyxzyxf  3 فضاءفي ال هانمثلIR  مع مقطع طولي حتى تتجلى لنا المساحات(

 كالتالي:الداخلية( 

 

 بمتغيرينقية دالة حقي نهاية 5-2

ولتكن  دالة حقيقية بمتغيرينfلتكن  ba,  2ثنائية منIR . نقول أن الدالةf  نهايةتقبل l 

limite لما  yx,  تؤول إلى ba,  إذا كانت قيم yxf عندما  lتقترب بالقدر الذي نريد من   ,

يقترب   yx,  بالقدر الكافي من ba,  ولا يساوي( ba,ونكتب .) 

   
  lyxf

bayx



,lim

,,
 

 أي

   
 

         








 


lyxfbyaxDyx

lyxf

f

bayx

,:,;0,0

,lim

222

,, 

 ملاحظة

 yx,  تؤول إلى ba,  أن يعنيx  تؤول إلىa و y تؤول إلى b. 
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 مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ ةدال   22, yxyxf   فإن
   

  2,lim
0,1,




yxf
yx

. 

 عمليات على النهايات

1) 
   

    
   

 
   

 yxgyxfyxgyxf
bayxbayxbayx

,lim,lim,,lim
,,,,,, 

  

2) 
   

    
   

 
   

 yxgyxfyxgyxf
bayxbayxbayx

,lim.,lim,.,lim
,,,,,, 

  

3) 
   

 
   

  IRyxfyxf
bayxbayx




 /,lim,lim
,,,,

 

4) 
   

 
 

   
 

   
     

  0,lim/
,lim

,lim

,

,
lim

,,

,,

,,

,,









yxg

yxg

yxf

yxg

yxf

bayx

bayx

bayx

bayx
 

 استمرار دالة حقيقية بمتغيرين 5-3

ولتكن دالة حقيقية بمتغيرين fلتكن  ba,  ثنائية منfD . 

  نقول أن الدالةf ة مستمرcontinue عند  ba, كان: إذا 

   
   bafyxf

bayx
,,lim

,,



 

  نقول أن الدالةf مستمرة على مجموعة تعريفها fD  كل ثنائية  عندإذا كانت مستمرة

 ba,  منfD. 

 مثال

IRIRfالدالة  2:  المعرفة بـ  xyyxf , مستمرة عند ، 0,0فعلا . 

   
   0,00,lim

0,0,
fyxf

yx



 

 ملاحظات

  نقول أن الدالةf متقطعةأو  غير مستمرة discontinue  عند ba,  إذا كانت

   
 yxf

bayx
,lim

,, 
موجودة أو غير 

   
   bafyxf

bayx
,,lim

,,



. 

 .مساحة دالة غير مستمرة تحتوي حتما على ثقب أو شرخ 

 دوال  قسمةخواص النهاية وتعريف الاستمرار، نستنتج أن: مجموع، فرق، جداء و من

 مستمرة هي أيضا دوال مستمرة على مجموعات تعريفها.
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 قية وكل كسر ناطق )كسر كل كثير حدود هو دالة مستمرة على مجموعة الأعداد الحقي

 لكثيري حدود( هو دالة مستمرة على مجموعة تعريفه.

   إذا كانتf   دالة حقيقية بمتغيرين مستمرة علىfD  وg  دالة حقيقية بمتغير واحد معرفة

fghفإن الدالة المركبة  fومستمرة على مجموعة صور     المعرفة بـ

    yxfgyxh ,,   مستمرة علىfD. 

 ئج السابقة يمكن تعميمها على الدوال الحقيقية المتعددة المتغيرات.كل النتا 

  المشتقات الجزئية 5-4

وليكن  متغيرات حقيقية nبـ دالة حقيقيةfلتكن  naaa ,,, 21   عنصرا منfD. 

niمن أجل  ,,1 لـ  مشتقة جزئية، نسميf dérivée partielle  بالنسبة لـix  عند

 naaa ,,, 21  :النهاية 

   
h

aafaahaaaf nniii

h

,,,,,,,,
lim 1111

0

  


 

إن وجدت. عندئذ نرمز لها بـ  nx aaf
i

,,' 1    أو n

i

aa
x

f
,,1 




 

 المشتقات الجزئية بمتغيرين 5-4-1

ولتكن دالة حقيقية بمتغيرين fلتكن  ba,  ثنائية منfD . 

  لـمشتقة الجزئية نسمي f  بالنسبة لـx  عند ba, :النهاية 

   
   

h

bafbhaf
ba

x

f
baf

h
x

,,
lim,,'

0










 

 إذا كانت موجودة.

  لـ مشتقة الجزئية نسميf  بالنسبة لـy  عند ba, :النهاية 

   
   

h

bafhbaf
ba

y

f
baf

h
y

,,
lim,,'

0










 

 إذا كانت موجودة.

 بمتغيرين كيفية حساب مشتقة جزئية 5-4-2

 دالة حقيقية بمتغيرين.  fلتكن 

  لحساب yxf x  .xثابت ونشتق اشتقاق عادي بالنسبة لـ  y، نعتبر ',
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  لحساب yxf y  .yثابت ونشتق اشتقاق عادي بالنسبة لـ  x، نعتبر ',

 1مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ  دالة  232, yxyxf  فإن 

  226, yxyx
x

f





و    yxyx

y

f 34, 



 

 2مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ  دالة   1ln, 22  yxyxf فإن 

 
1

2
,

22 






yx

x
yx

x

f
و   

1

2
,

22 






yx

y
yx

y

f
 

 خواص

 فإن:عددا حقيقيا.  و ليكن  متغيرات حقيقية nبـ دالتان حقيقيتان gو  fكن لت

1) 
 

     a
x

g
a

x

f
a

x

gf

iii 












 

2) 
 

         afa
x

g
aga

x

f
a

x

gf

iii 











 .
 

3) 
 

   a
x

f
a

x

f

ii 










 

4) 
 

 
       

  2ag

afa
x

g
aga

x

f

a
x

gf ii

i














 

 مثال

IRIRfلتكن  3:معرفة بـ  دالة  yzyxzyxf sincos,,  فإن: 

  yzyx
x

f
cos,, 




 ،   yzyxzyx

y

f
cossin,, 




   ،  yzyx

z

f
sin,, 




. 

 التفاضل 5-5

 1تعريف

 ن لتكfحقيقيين   دالة حقيقية بمتغيرينx وy  تفاضل . نسميf différentielle  ونرمز بـ

df للقيمة: 
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dy
y

f
dx

x

f
df









 

  لتكنfبـ دالة حقيقيةn  تفاضلنسمي  تقبل مشتقات جزئية مستمرة.متغيرات حقيقية f  ونرمز

 :للقيمة dfبـ 








n

i

i

i

dx
x

f
df

1

 

 2تعريف

 تفاضلنسمي  .fDaكن تقات جزئية مستمرة. ولتتقبل مشمتغيرات حقيقية  nبـ دالة حقيقيةfلتكن 

f عندa  التطبيق الخطي الذي نرمز له بـdf  :حيث 

   






n

i

i

i

dxa
x

f
adf

1

 

 خواص

 فإن: IRمن  و  . من أجل nIRمن  aعند نقطة  قابلين للتفاضل تابعين gو  fليكن 

1)       adgadfagfd   

2)     adfafd    

3)           adfagadgafagfd .  

4)           adfagadgafagfd .  

 حظاتملا

IRUfو  nIRجزءا من  Uليكن  : 

  نقول أنf قابلة للتفاضل différentiable  علىU  قابلة للتفاضل عند كل نقطة من إذا كانت

U. 

 فاضل عند نقطة منكل دالة قابلة للتU .تكون مستمرة عندها 

 مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ دالة    22 61718, xxyyyxf  فإن 

  xyyx
x

f
1217, 




و    xyyx

y

f
1736, 




 

     :     ومنه   dyxydxxydf 17361217  
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 التكامل الثنائي 5-6

 تعريف

IRIRfلتكن الدالة  2:  وليكنD   2مجالا مغلقا ومحدودا منIR نسمي ونرمز بـ .

 
D

dydxyxf  .Dعلى  f intégrale doubleلـ  للتكامل الثنائي ,

 خواص

 الثنائي نفس الخواص الخطية للتكامل البسيط.للتكامل 

. من أجل 2IRمغلق ومحدود من  Dتابعين بمتغيرين مستمرين ومحدودين على مجال  gو  fيكن ل

  و  منIR :فإن 

1)        

DDD

dydxyxgdydxyxfdydxyxgf ,,,   

2)     0,0;,   dydxyxffDyx

D

 

3)       21/,,,

21

DDDdydxyxfdydxyxfdydxyxf

DDD

    

 منفصلين. 1Dو 2Dو

 كيفية حساب تكامل ثنائي

 :Dيتم حساب تكامل ثنائي حسب شكل مجال التكامل 

  إذا كانD على شكل مستطيل. أي 

   dcbaD ,,  

 

                                                                            d 

                                                       D                                                   

                                                                            c 

                                             b                 a 

 

 ن:فإ
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d

c

b

a

b

a

d

cD

dydxyxfdxdyyxfdydxyxf ,,, 

 مثال

ل من أج   1,02,0 D   و  yxyxf   فإن:  ,2

   

3

11
1

3

8

2

1

82

1

2
,

2

0

3
2

0

2

2

0

1

0

2
2

2

0

1

0

2



















































 

x
x

dxx

dx
y

yxdxdyyxdydxyxf

D 

 أو

   

3

11
1

3

8

3

8
2

3

8

3
,

1

0

2

1

0

1

0

2

0

3
1

0

2

0

2

















































 

yydyy

dyyx
x

dydxyxdydxyxf

D 

  إذا كانD  على شكل بسيط عمودي على


ox أي . 

      xvxubaD ,,  

تابعان مستمران على  vو  uحيث  ba, و     xvxubax  ,, . 

                                                            xv 

                                                      D 

                                                          xu 

                                             b                 a 

 فإن:

   
 

 

  















b

a

xv

xuD

dxdyyxfdydxyxf ,, 
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 1مثال

أحسب التكامل الثنائي 
D

dydxx2  حيث :     xyxIRyxD  0,10/, 2 

 الحل

   
















1

0

1

0

2

5

0
2

0

1

0

22

7

2
dxxdxyxxddyxdydxx

x

x

D

 

 2مثال

ليكن التابع المعرف على  
2IR بالشكل التالي :    12,  yxyyxf 

 ، ثم مثلها بيانيا.fمجموعة تعريف التابع fDأوجد  -

التالي     أحسب التكامل الثنائي - 


 dydxexx yx22    حيث  

  21/,  xDyx f 

 الحل

-              















 








 


2

1
0

2

1
0/, 2 x

yy
x

yyIRyxD f             

           

 

     

  4212
2

12
2

112122

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

2

1

0

2

2

2








 







































  









edxxdxe
x

dxexdxdyexxdydxexx

xx

xx

x

yxyx
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  إذا كانD  على شكل بسيط عمودي على


oy ي. أ 

      dcyyD ,,   

تابعان مستمران على  و  حيث  dc, و     yydcy   ,, . 

 

                                                  y 

   d 

                                          D 

                             y                            c 

 

 فإن:

   
 

 

  

















d

c

y

yD

dydxyxfdydxyxf





,, 

ئي إلى تكاملين بسيطين متداخلين حيث تتم ، حولنا التكامل الثناحالات السابقةالثلاث في كل حالة من 

 المكاملة من الداخل نحو الخارج وفي كل مرة بالنسبة لمتغير واحد واعتبار المتغير الثاني ثابتا.

 مثال

قيمة التكامل الثنائي التالي:أحسب 


D

y dydxexJ 2    

:    حيث 0,1,0/),( 2  yxyxIRyxD. 

 الحل

100لدينا   yyx  ومنه 

                 dxdyexdyxdxeJ
x

y
y

y

   
















 

1

0

11

0 0

22            

  111 52122   eee 

 ملاحظة 

على شكلين بسيطين )عمودي على  Dإذا أمكن تمثيل 


ox أو عمودي على


oyمل لا ( فإن قيمة التكا

 تتغير.
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 تحويل المتغير

. كل نقطة yو xتابعا بمتغيرين  fليكن  yx,  2من المستويIR  يمكن تعيينها بواسطة الإحداثيات

القطبية  ,r الي:كالت 













sin

cos

ry

rx
 

 

 yx,                               y                                     

                                                    r                

                                   x      

 

 فإن: 2IRمغلقا ومحدودا من  Dمستمرا على مجال  fإذا كان التابع 

   


  ddrrrrfdydxyxf

D

sin,cos, 

 1مثال

IRIRfحيث     fليكن التابع  2:           و
223),( yxyxf  

 .fDثم باستعمال تحويل متغير، أحسب مساحة الجزء  fمجموعة تعريف التابع fDعين 

 الحل

  03/, 222  yxIRyxD f

      22222 30003  yxyx 

وهي معادلة دائرة مركزها  0,0  3و نصف قطرها.  

نستعمل الإحداثيات القطبية:  sin,cos ryrx   

يتحول إلى:  fDو منه   30,20/, 2  rIRrD f   

33 222  ryx 

    :و منه



3
2

.2

3

0

3

0

22

0

2

0

3

0















  

r
drrddrdrdydx

fD
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 التكامل الثلاثي 5-7

IRIRfلتكن الدالة  3:  وليكن   3مجالا مغلقا ومحدودا منIR. 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















yxyxz

xvxuy

bax

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            yxyxxvxubayx

xvxubax

,,;,,,

;,

 


 

 نسمي ونرمز بـ

   
 

 

 

 

   




































b

a

xv

xu

yx

yx

dxdydzzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

 .على fللتابع   intégrale tripleللتكامل الثلاثي

  إذا كان  الشكل:ممثلا على 

 

 
    
    
















yxyxz

yvyux

bay

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            yxyxyvyubaxy

yvyubay

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

yv

yu

yx

yx

dydxdzzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zxzxy

zvzux

baz

zyx

,,,

,

,

,,
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 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zxzxzvzubaxz

zvzubaz

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

zv

zu

zx

zx

dzdxdyzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zyzyx

zvzuy

baz

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zyzyzvzubayz

zvzubaz

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

zv

zu

zy

zy

dzdydxzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zyzyx

yvyuz

bay

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zyzyyvyubazy

yvyubay

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

yv

yu

zy

zy

dydzdxzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 
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zxzxy

xvxuz

bax

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zxzxxvxubazx

xvxubax

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

xv

xu

zx

zx

dxdzdyzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

 1مثال

 بالشكل التالي  2IRليكن التابع المعرف على  

  22, xyyxf  

 ، ثم مثلها بيانيا.fبع أوجد مجموعة تعريف التا -

أحسب التكامل الثلاثي التالي      -   


 dzdydxxyxf 22
, 

حيث        yzxyxIRzyx  0010/,, 3 

 الحل

-                                                            0/, 222  xyIRyxD f         

                                 0/, 2  xyxyIRyx   

                              xyxyxyxyIRyx  /, 2
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-              




































1

0 0 0

222
, dxdydzydzdydxxyxf

x y

 

  





























1

0

2

71

0 0

2

5

63

4

7

2
dxxdxdyy

x

 

 2مثال

   أحسب التكامل الثلاثي
D

dzdydxx   حيث : 

  xzxzyxIRzyxD 2,0,10/,, 3  

 الحل

 

dxzxdxdzzxdxdzdyxdzdydxx

x

x

x

x

x

x

z

D

    



































































1

0

2

2

1

0

21

0

2

0
2

1
 

 
8

3

4

1

2

3

2

3
4

2

1
1

0

1

0

3

1

0

22 
























  dxxdxxxx 

 3مثال

أحسب 



 dzdydx

xy

x
I

2
 :،  حيث

  21,0,0/,, 23  zzyyxIRzyx 

     الحل

     





















































2

1

2

1 0

0

2

0 0

2

22

dzdyxydzdydx
xy

x
I

z
y

z y

            

 
2

5

6

1

3

2

3

2 2

1
4

2

1

2

1

3

2

1 0

2

3

0

22































   zdzzdzydzdyy

zz
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 تطبيقات 5-8

 عدة قيم فيزيائية تمثل على شكل تكامل ثنائي أو ثلاثي.

 حساب المساحة 5-8-1

 : يكفي حساب التكامل الثنائي 2IR  المغلق والمحدود من Dالجزء  surface مساحة DSلإيجاد 



D

D dydxS 

 1مثال

المعرف من  fليكن التابع 
2IR  نحوIR لي     كالتا  yxyxf  1, 

 ثم مثلها بيانيا. fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -0

حيث     أحسب مساحة الجزء  -6  00/,  yxDyx f. 

 الحل

0-                xyIRyxyxIRyxD f  1/,01/, 22  

xyاقعة تحت المستقيم  هي مجموعة نقاط المستوي الو 1.  

 

 .مساحة الجزء  -6

 
2

1

2
1

1

0

21

0

1

0

1

0






























  







x
xdxxdxdydydxS

x

 

 2مثال

  :بالشكل IRنحو 2IRمن  المعرف fليكن التابع   yxyxf  1, 

عين  -0
f

D.ثم مثلها بيانيا . 

      :حيث Dحسب مساحة الجزء أ -6  00/,  yxDyxD f  . 
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 الحل

0)      xyIRyxyxIRyxD f  1/,01/, 22 . 

 

 

6)         xyxDyxD f  1001/,  . 

  
 




























0

1

0

1

2
0

1

1

0
2

1

2
1

x
xdxxdxdyS

x

D 

 3مثال

المعرف من  fليكن التابع 
2IR  نحوIR    كالتالي     xyyxf , 

 ثم مثلها بيانيا. fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -0

حيث     أحسب مساحة الجزء  -6  10/,  yxDyx f. 

 الحل

0-                xyIRyxxyIRyxD f  /,0/, 22  

xyهي مجموعة نقاط المستوي الواقعة فوق المستقيم   . 
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 .مساحة الجزء  -6

 
2

1

2
1

1

0

2
1

0

1

0

1


























  





x
xdxxdxdydydxS

x

 

 4مثال

IRIRfليكن التابع  2:            حيث
221),( yxyxf  

 . ماذا تمثل بيانيا؟fمجموعة تعريف  fDعين  -0

 .fDباستعمال تحويل المتغير، أحسب مساحة  -6

 الحل

 . fمجموعة تعريف  fDتعيين  (0

     1/,01/, 222222  yxIRyxyxIRyxD f  

و هي تمثل بيانا القرص المغلق الذي مركزه  0,0  0و نصف قطره.    

 باستعمال تحويل المتغير من الإحداثيات الكارتيزية إلى الإحداثيات القطبية   (6













sin

cos

ry

rx
  

     :نإف













 

2

0

2

0

1

0

2

2

1

2
dd

r




ddrrdydxS

f

f

D

D   














2

0

1

0

             

 حساب الحجم 5-8-2

 : لاثييكفي حساب التكامل الث 3IRالمغلق والمحدود من   الجزء  umevol حجم Vلإيجاد 




  dzdydxV 

 مثال

    :،  حيثVأحسب   92,30,2/,, 3  zxyzxzIRzyx . 
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 الحل

                                                                           
































9

2

2 3

0

dzdxdyV

z

z

x

 

   

300
22

3

2

3
3

2
33

9

2

3
2

9

2

2

9

2

2
2

9

2

29

2

2

3

0




































































  


z
zdz

z
z

dz
x

xdzdxxdzdxy

z

z

z

z

z

z

x
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applications linéaires, d’après un cours de Sophie Chemla de l’Université 
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